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Resumo

Este artigo apresenta uma forma de deduzir a expressao, dF =idlxB, a partir da Forga de
Ampére considerando o caso geral da interagdo entre um circuito fechado de forma qualquer l' e um
elemento de corrente idl.
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1 Introducao

Apesar do nome de A. -M. Ampere (1775 — 1836) ser reconhecido por conta da denominacao dada
para a intensidade de corrente elétrica, o mesmo ainda ndo ocorre quando se trata de seus trabalhos. Em [1]
encontra-se o alerta para a distor¢cao de conceitos e fatos a respeito do trabalho de Ampere e de seus
contemporaneos. Entre os erros mais comuns encontra-se a atribui¢do de autoria a Ampere para a lei
de Maxwell denominada “lei de Ampere (!)”. Ou dar autoria a Biot e Savart para a expressdo para o
campo magnético devido a um elemento de corrente.! A anilise dos passos de Ampere que culminaram
na publicacdo de seu livro Teoria dos Fenomenos Eletrodinamicos Deduzida Unicamente da Experiéncia
— o Principia da eletrodinamica segundo [2] — bem como a primeira traduc¢do integral desse livro para
lingua estrangeira (portugués!), encontra-se em [3].

No sentido de enriquecer o material sobre o assunto, apareceram trabalhos de histéria e ensino de
fisica envolvendo a Eletrodinamica de Ampere e seus debates. Por exemplo, a exploracdo no ensino de
fisica do debate entre Biot e Ampere para a interpretacdo do experimento de Oersted, [4]. Recentemente
fundamentados em [5] e usando da notacdo da época, Dias e Dias apresentaram um resumo dos cdlculos
principais desenvolvidos por Ampere relacionados aos casos de equilibrio, [6]. Mais recente ainda, em [7]
usa-se da configuragdo especifica da forca entre o fio condutor retilineo infinito € uma espira condutora
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para ilustrar a equivaléncia do resultado integrado e levantar o debate sobre o ensino da (correta) Forca de
Ampere nos ambientes formais.

Na verdade, é de conhecimento entre os pesquisadores da Eletrodinamica de Ampere que a forma
diferencial da Forca de Ampere obedece a terceira lei de Newton em todas as configuragdes, o que nao
vale para a forma diferencial moderna, [3, p. 269]. Sabe-se também que, apesar dessa diferenca, elas sdo
equivalentes na forma integrada, como se demonstrard aqui. E esse fato nao é mera coincidéncia, como
destacou J. Bertrand (1822 — 1900):

As leis descobertas por Ampere permanecem na ci€ncia como uma base sélida e incontestdvel sobre a
qual se apoiam com confian¢a mesmo aqueles que tem tentado substitui-las por outras. E, com efeito,
pela concordancia completa de seus principios propostos com os de Ampere — dentro de todos os
casos onde a verificagdo € realizdvel — que se cré poder justificar as novas teorias. [8, p. 297]

Notou-se, entretanto, a caréncia de um material demonstrando a deducdo da forca eletrodinamica
dF = idl x B a partir da Forca de Ampere, de uma maneira mais geral, e usando de notacdo moderna.
Sendo assim, para ajudar no desenvolvimento de discussoes futuras, neste artigo se fard a deducdo geral
da forca de um circuito fechado com forma qualquer sobre um elemento de corrente disposto de forma
arbitrdria. Esta demonstracao pode ser usada em cursos de eletrodindmica ou célculo vetorial.

2 Transformacoes convenientes para integracao

2.1 Primeiro passo: expressar a forca em termos de derivadas parciais

Tomemos antes a interacao entre dois elementos de correntes id! e idl’ a uma distincia 7 segundo a
For¢a de Ampere:

i°F = —Z—j{i—iﬁ [2 (d?- df/) _3 (f-df) (f-df/)] . 1)

Para realizar a integra¢do da for¢a de um circuito fechado I’ de forma qualquer sobre o elemento de
corrente idl, nos interessa reescrever (1) em termos de derivadas parciais.

Figura 1: Elementos de corrente idl e i'dl' a uma distdancia ¥
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No sistema cartesiano, temos:

F=(=X)2+ -9+ (z-2)z, (2a)

=/ 5=x)+ =)+ (222, (2b)

F= f . (20)
r

Como um ponto no circuito / define as coordenadas x,y,z, podemos parametrizar x(1), y(I) e z(I). O
mesmo vale para o circuito I’ e as coordenadas x’,y’,7'. De maneira que no fundo r(Z,/’). Assim:

RN SN
al_}"<(x_x)al+(y_y)al+(z_Z)al ’ (321)

or —1 ox’' ay’ 0z

5= (=5 0N T+ -5 ) 3b)
Também temos que,

a(r?) ox Oy 02

=2 (@G 0-0FHe-DF). @
*(r?) dxox' dydy’ 0dzdz
a2 (EWJFBZ or ol azf) ' (40)

Por outro lado, dl = dl,X+dl,y+dl,Z. Além disso, por terem a mesma dimensao, dl, = dx, dl, = dy
e dl, = dz. Entdo:

_ ox oy 0z
dl, = aldl dly, = ala,’l edl, = az‘” . (5)
Assim, temos que,
o o o
pal = O rx)dlx—i— 0= g+ G2y =
o =A)ox o =y)dy o (2—7) oz
= . aldl—I— p alall—l— p aldl =
S | ox dy N 0Z
= 7-dl = ;((x x)al (y— )al (z z)g>dl. (6)
Ao comparar (3a) e (6), chegamos:
Podl = %dl (7)
De maneira andloga,
N | ox 0 0
P-dll = — ((x x) = 57 +(y—y )a;}/ (z—17) alz’) dl’ . (8)
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Ao comparar (3b) e (8), chegamos:

pdil = =l )

Continuando,

di-dl = dl.dl,+dlydl,+adl.dl, =

_ (9xdx’  dydy'  dzoz ,
= (EW_F 3 9 +5W> dldl" . (10)

Comparando (4b) com (10), temos

1)
2 dl'dl

_ Loy ary _
- aar\Ta) T

9*r  9ror
- (ral’al * Eﬁ) (Db
Substituindo (7), (9) e (11) em (1):

op b0l (O 9o s (9O
PF = 4m2r{ Z(Fazfaﬁalaz' dar'+3 (55 ) didl
Mol [ 9%r  oror

- !
“an | et ai az/} didi (12)

dl-dll =

Manipulando mais um pouco,

S Ho zz { 9*r

sz _ _ 1ar ar
2n -

1
oral 2" dlar

&if 1 o%r —lr 30r or
on, |7 Corar T 2" Taar

_ Ho il [0 71% ,
- wi; {az/( al)}dldl. (13)

2.2 Segundo passo: Tratar as componentes em separado

}dldl’ =

}dldl’ =

Ao realizar o produto escalar, temos o seguinte:

dl-£=dlcos(8y) e dl-%=dl,. (14)

Assim, usando das relagdes obtidas em (5), temos que:

cos(8y) == ; cos(6,) == e cos(8;) == . (15)
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O que faz bastante sentido pensando geometricamente. Usaremos a forma do cosseno, ao invés da derivada
parcial, para ndo confundir na notacdo. Assim, também se atribui uma intui¢do geométrica para o célculo

desenvolvido.
Igualmente para reduzir um pouco a quantidade dos simbolos, vamos considerar — sem perda nenhuma

na generalizagdo — que o ponto central do elemento de corrente id! se encontra na origem do sistema de
coordenadas. De maneira que (x,y,z) = (0,0,0) e

F=(—x2—y9-72). (16)
Desenvolvendo como fizemos em (3a), e usando (15) chegamos que:
or 1 , , ,
FTR [—x"cos(0y) —y cos(By) —2' cos(8;)] . (17)

Ao mesmo tempo, de (13), temos que a componente x da forca entre elementos de correntes fica:

d*Fo = 5%%” laif (r lg;)}dldl’ (18)

Para aliviar a nota¢@o, por enquanto, ndo escreveremos o versor X. Assim, substituindo (17) em (18) temos:

"0
d°F, = 2 'dldl’x T30 [ 5 (' cos(6y) +' cos(8,) +z’cos(9z))} : (19)
2
Manipulando,
/ / / /
2 uo .. X 0 x 0y 0 7
d°F, = ﬁ”/dldl/r_% [(Wr_%> cos(8y) + (Wr_;> cos(0y) + (Wr_%) cos(ez)] =
_ Mo arar AR X0y
= ol dldl [(r% 57 r%) cos(6x) + 3 (r% 57 r%) cos(8y)+

2 2
_ g—iii'dldl/ % [% (X_'> cos(Gx)—l—y—i% (y—> cos(6y)+

Yy
+53 (%) cos(6,)] . (20)
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Por outro lado temos que, pela regra da derivada do produto

yIZ a x/ x/ a y/2 B a x/ y/2
r—w(y Ya\#) T w\yS)7

x/ a y/2 a x/ y/ y/2 a x/
=) = w(F) = (5) el
Igualmente,
x/ p) Z/Z 9 x/ Z/ Z/Z 9 x/
FET (—3) = W(T) —r—w(z) | (22)

Assim, usando (21) e (22) em (20), temos:

4T ol \ r3 r3 r3

/2 a x/ Z/2 a x/
—cos(8y) );—3@ (}7) —cos(0;) 33 (;)} (23)

Para simplificar o primeiro termo entre parénteses de (23) usamos do produto escalar 7- dl = dI cos(0),
que combinado com (17):

) /2 !\ ')
d*F, =2 i qiar {— (X— cos(0y) + x—ycos(ey) + X—Zcos(GZ)) +

—)icos(ex) — )Lcos(ey) — Z—cos(ez) = cos(0) . (24)
r r r
Disto temos que:
x/2 x/y/ X/Z/ X
<r_3 cos(0,) + r—300$(6y) + FCOS(BZ)) = —r—zcos(e) (25)

Assim, substituindo (25) em (23), encontramos:

d°F, = M ldldl [% (;—;‘ cos(9)> +
(26)
/2 / 12 /
— cos(6y) );—3% <)y%> —cos(6,) %% (’Z%)]

Tomando, em (26) o produto dos elementos dl e dI’ com os termos dentro dos colchetes, quando
olhamos para a varidvel y’ temos:

s
S
PSR
|
=
U
S

27)



Physicae Organum e Brasilia, vol. 4, n. 1 e 2018

Assim, e retomando a escrita suprimida do versor %, (26) fica:

LPRi= i [dl 2 (—r—g cos(6)> dr +
(28)
Pode-se obter as demais componentes da forca elementar de maneira andloga, de maneira que,
d*F, ) = i [dl 83, <—f—;cos(6)> dl' +
(29)
_ i, (x dlyr;y dlx> di, (Z dl, r%y 'dl] )i|y
e
d*F.2 = i [dl 83, <—f—;cos(9)> dl' +
(30)

Xdll—7 dl ydii—Zdii\ 1 .
o () g, (Y

3  Obtendo dF = idl x B

Lembrando também que 7 = (—x'£ —y § — Z'2), note-se que ao integrar a forga sobre um circuito /'
comecando na extremidade li e terminando na extremidade lé, o primeiro termo entre os colchetes da
resultante de (28), (29) e (30) adquire a seguinte forma:

cos(0 . . . cos(0
— (SE+Y,9+752) (2 2) + (X2 +Y19+72) r(2 ) = (31a)
" 1
:cos(Gz):—i—cos(Gl):—i : (31b)

Cujo valor € zero para uma integral fechada, ou se os limites de r; e r, forem para o infinito.
Assim, tomando (28), (29), (30) e trocando a ordem dos fatores para rearranjar em uma forma um
pouco mais familiar, pode-se escrever que,

. . Xdll—y dl, Zddl—xdl\ .
dF = 1 i | (dl e i dlzfl,r—3)x—|-

ydl zdl X dl— ydl’)

+ (aLdy > _dl, §, 9+ (32)

— "dll—Z dl)\
o (d gy P g, TR 2
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Ao definirmos,

! gy ! gy
o, [Yydl—zdl .

Bi= ki ér—3 ; (33a)

! g/ ! gy

Ho , [ Y dl—2dl
B, =— _ 33b
Y 4Tcl f;/ 1”3 ’ ( )

! g7/ ! gyl

_ Mo ., X dly_y dlx
BZ = Hl ! r3 € (33C)
B=B.#+B,+B.% , (33d)

chegamos a dois resultados.
O primeiro consiste que, lembrando que as componentes de 7 sdo negativas no nosso calculo, pode-se
usar a defini¢ao de produto vetorial para simplificar as expressdes acima em:

. _; —
- 'dl' x7r
B=H ]{ . (34)
TJr r
N . . . - , . . 7
Ampere foi o primeiro a chegar nessa expressdo. Na época denominou a integral ¢, ‘”r3” — note que o

termo i’ foi deixado de fora — como Diretriz, [3, p. 177]. Uma grandeza que depende apenas da forma do
circuito.
E finalmente, o segundo resultado leva a simplificagdo de (32) :

dF = i[ (dl,B,—dlB,)%+
+ (dI;By—dIl\B;)y + (35a)
+ (ditBy—dlyB;)Z] .
Que ao usar também a defini¢ao de produto vetorial fica:
dF = idl x B (35b)

O que significa que qualquer circuito fechado exercerd uma forca perpendicular ao elemento de corrente
interagente. Ao contrario do que se pensa, esta consequéncia expressa matematicamente foi obtida em
primeira mao por Ampere, o desenvolvedor original da teoria da interagdo entre elementos de corrente.

4 Consideracoes finais

Sabendo do resultado da dire¢do da for¢a de um circuito fechado ser perpendicular ao elemento de
corrente, J. C. Maxwell (1831-1879) interpretou que a forga eletromagnética era uma expressao da pressdo
do éter eletromagnético sobre esse elemento. Isto provavelmente foi um dos pontos principais que o
motivou admitir somente a existéncia de correntes fechadas na sua concepcao eletromagnética. Soma-se
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também que a partir de (34) se deduz a lei da ndo existéncia do monopolo magnético das equagdes
de Maxwell, e — somando a equagdo da conservagdo das cargas — a forma completa da lei circuital
magnética (a também chamada lei de Ampere-Maxwell), [9, p. 82].

Deve-se destacar igualmente que a demonstracdo desenvolvida aqui, tem a mesma validade didéatica
de — como fazemos em mecanica — deduzir as leis de Kepler da forca gravitacional newtoniana. Esses
procedimentos sdo um caminho “de volta” se comparados ao processo historico. Tal como Newton usou
como referéncia as leis de Kepler para encontrar (ou fundamentar) sua for¢a gravitacional, Ampere usou
em seu livro o teorema extraido experimentalmente no caso de equilibrio da ndo existéncia de forca
tangencial primeiro, para depois chegar a forma final de sua expressao para a forca entre elementos de
corrente, [3, p. 191].

Por fim, espera-se que este artigo contribua para discussdes futuras, dentro e fora de sala de aula.
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