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Abstract

O presente trabalho intenta retomar as ideias de Yochiro Nambu sobre sua generalizacdo da dlge-
bra definida no espaco de fase simplético e investigar as liberdades associadas a uma representagdo
da quantizacdo dessa dlgebra (ou n-gebra) segundo o formalismo de Heisenberg.
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1 Introducao

Inspirado no formalismo Hamiltoniano da mecanica classica, Yochiro Nambu prop6s 1973 uma
generalizacdo do conceito de espago de fase, que se acreditava somente poder ser definido em dimensdes
pares (pois descreve um par de varidveis canOnicas, como posicdo e momento). No caso de Hamilton, a
geometria subjacente € caracterizada por uma métrica simplética; e o trabalho de Nambu generaliza essa
geometria para quaisquer dimensodes (pares e impares) [9]. Isso passou a ser conhecido como uma n-gebra
[1] A motivacdo original de Nambu era estudar uma estrutura algébrica compativel com o confinamento
de quarks na matéria hadronica, que podem aparecer aos pares ou em ternas. Nambu estudou realizagcdes
dessa estrutura a partir de simetrias SU(2),em particular para analisar procedimentos de quantizacao,
através do principio de correspondéncia de Dirac. Por esses motivos a estrutura de Nambu vem sendo
abordada de diversas formas, em particular no contexto das teorias de cordas. Entretanto muitos aspectos
demandam novos estudos A apresentagdo deste trabalho estd organizada da seguinte maneira: Introdugado
na secdo 1, logo apds, na se¢do 2, uma revisao breve da formulagdo Hamiltoniana da Mecénica Cldassica,
enfatizando sua estrutura simplética. Na secdo 3, introduzimos o conceito de Mecanica de Nambu e uma
representacdo quantica. Na secao 4, apresentamos uma notacao da representacdo para a Mecanica de
Nambu, no espago de Hilbert Simplético. Na secdo 5, apresentamos as liberdades associadas ao triplete
das varidveis canonicas, por fim apresentam-se as conclusoes.
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2 Formalismo Hamiltoniano

Recordando o formalismo hamiltoniano, seu principal axioma € o principio da minima acdo S =
[ pG—H(p,q,t)dt , que pode ser traduzido nas chamadas equagdes candnicas do movimento ([5] e [8]).

dg dH
dt  dp
dp  dH
dt  dg

Com H a funcdo Hamiltoniana, dada pela soma das energias potenciais e cinética H =U + T, g
a coordenada generalizada isto é o conjunto das coordenadas que descrevem o espaco € p 0 momento
generalizado. Assim define-se a estrutura chamada paréntese de Poisson { dd __ d.d

» V= dgdp ~ dpidg> U
pode resumir as duas equagdes anteriores da seguinte forma:

d 0
/@pt)={/(g.p.0):H} + 5 f(q.p.1)

Desse modo € possivel criar uma algebra, que munido com a operagdo { ; }, gere o Espaco de
Fase sobre o conjunto do produto cartesiano entre posi¢do e momento (q X p,{ ; }). Pelo teorema de
Liouvile o espaco convencional das coordenadas e o espago de fase sio homomorficos e hé de se notar
que o espaco de fase € sempre de dimensao par, pois ele € formado por um par de conjuntos de mesma
dimensao.

3 Mecanica de Nambu e sua representacio quantica

Na tentativa de definir espacos de fase de dimensao impar, surgem as medidas feitas por Nambu para
empoderar a mecanica nesse sentido. Em seu artigo de 1973, Nambu redefine o conceito de momento e
posicao generalizada para adotar as varidveis dindmicas. Em analogia as equagdes de evolugdo do sistema,
em que uma derivada temporal era relacionada como as derivadas do hamiltoniano, agora definindo um
triplete de varidveis dindmicas (x,y,z) as novas equagdes de hamilton se tornam:

dx _ d(H,G)
dr — 9(y.z)
dy 3(H,G)
dt — 9(z.x)
dz _ d(H,G)
dt — 9(zy)

Nessas equagdes surge a necessidade de uma nova fung¢ao hamiltoniana, a fun¢dao G. Dessa maneira
os parénteses de Poisson assumem uma nova estrutura. Passariam a se chamar de parénteses de Nambu,
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preservando as propriedade necessarias para se construir um produto de Lie [7], s@o elas: a derivabilidade,
a anti simetria e identidade de Jaccobi, que sdo respectivamente:

{A1A2;B;C} = A1{A2;B;C} + {A1;B;C}A,

{A;B;C} = —{B;A;C} = {B;C;A} etc.

{A:B:{A1;A2 A3} } = {{A; BiA1}:A2; A3} +{A1:{A: B; Ay }1 Az} + {A1: A2 {A; Bi A3 }}
O que leva a equagao de Hamilton a:

%f(x,y,z) =< Vf(x,y2);(VH xVG) >

Nambu chama ateng¢do para o fato de as equacoes de Euler serem encontradas, com L,, Ly, L, como as
componentes do momento angular e Iy, I, I; a diagonal do tensor de inércia, se tivermos:

112 L2 12
Ge (= v L
ﬂg+5+ﬂ

1
H=?¢+g+¢)

Em seu artigo Nambu propds relaxar as condi¢des do paréntesis para que fossem geradas representagdes
no espaco de fase da mecanica quantica, e em especial, para que fosse obedecida a relacdo de Heisenberg:
[X,P] = —% Assim a quantizag@o das varidveis candnicas (x,y,z) seria de tal forma que aplicando-se
a regra de Dirac aos paréntesis de Nanbu fosse retomada a relacdo de Heisenberg. No espaco de fase
quantico as varidveis candnicas se tornam (X,Y,Z) satisfazendo: [X,Y,Z] = —£, sendo este comutador
preservando as propriedades relaxadas dos parénteses de Nambu. A anti simetria e a derivabilidade
podem ser vistas de duas formas diferentes, cada uma, no contexto de uma dlgebra ndo comutativa. As
combinacdes possiveis desse par de duas propriedades foi a liberdade a que o Nambu submeteu seus
paréntesis, sejam elas:

e Antisimetria:
[A,B,C] = —|A,C,B] = [C,A,B]
ou
[A,A,B] = [A,B,A] =0
e Derivabilidade:
[A1A2,B,C| = A1[A2,B,C] +[A1,B,C]A;
ou

[AlAz,B,C] = [Al,B,C]Az +A [AQ,B,C]
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Combinando-se essas propriedades e na tentativa de satisfazer a identidade de Jaccobi e a nova relacao
de Heisenberg, Nambu desenvolveu 6 representagdes possiveis de sua teoria. O presente trabalho se
esmerou em redefinir os operadores das varidveis canOnicas de uma dessas representacoes, a saber, a
cujos operadores sdo identificados da seguinte forma: (X,Y,Z)o(Ly,Ly,L;) os operadores momento
angular em cada dire¢do. Nessa representacdo por questdes de normalizacdo, define-se um operador
de Casimir dado por: C = L% + L% —i—L% e assim o conjunto dos operadores das varidveis canOnicas
se torna: (X,Y,Z) =C 1/3 (L1,Ly,L3) . Sobre essa representacgéo, deseja-se ressignificar os operadores
L+ na tentativa de vislumbrar mais liberdade da teoria. A quantizacdo do formalismo da mecéanica de
nambu ainda ndo € ao todo esclarecida ([2] e [3]), mas amparado pelo teorema de Liouville, € possivel
valer-se da regra de Dirac para quantizacdo dos parénteses de Nambu. A regra de Dirac afirma que existe
a transic@o entre a mecanica cldssica e a mecanica quantica trocando-se a estrutura dos parénteses de
Poisson (neste caso os parénteses de Nambu) pelo comutador e as grandezas deterministicas da mecanica
classica pelos operadores probabilisticos quanticos [11]. Para se fazer real a regra de Dirac, é preciso
achar quais sdo esses operadores, que acabam por receber outras representacoes nesse novo formalismo.
A proposta de Nambu foi de assumir os operadores: X,Y e Z com a seguinte relacdo de quantizacio

[X;Y;Z] = —i[1] desse modo a equagdo de Heisenberg assume a forma mais préxima ao caso conhecido:
dF(;’va) — %[FH G]
[ 2 2 .

4 Representacoes simpléticas no espaco de Hilbert

As equacdes de Hamilton e os paréntesis de poisson cldssico podem ser simplificados lancando mao
das estruturas e notacdes simpléticas. Nesta representacdo sao inseridos indices para representar as
entidades de uma dlgebra vetorial, e o produto de duas quantidades com indices iguais, significam somas,
assim as equacdes se tornam [10]:

J0A 0B
{A,B} = nv"@@; X" = (q1,92s - qn> P15 P2 s Pn)

MY é uma matriz em que seus elementos podem ser dados pela relagio: N*V " = &V " = —§, com
N for de dimensdo 2n x 2n. A equagéo de evolugdo do sistema se torna entdo:
dF(xV)
dt

w2F O

={F:H}=n oxV oxH

Para aprimorar ainda mais a notacao, recorrendo a dlgebra, pode-se dizer que isso se trata de uma
operacdo entre um espaco e seu dual métrico. Denotando os indices em cima para representar a dualidade
com relagdo aos indices em baixo, simplifica-se:

oF
i %l
ou seja:
A%
dF(x") — N3y FO,H

dt
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Com esta notagdo € possivel dar aos parénteses de Nambu uma estrutura semelhante aquela dada aos
parénteses de Poisson. Recorda-se que os paréntesis devem satisfazer as propriedades listadas na sec¢ao 3,
por isso ele toma a forma:

{A,B,C} = £/%9;40,Bo,C

Com €/¥ o simbolo de Levi civita totalmente antissimétrico. €% para qualquer permutacio par da
palavra (i, j,k) = (1,2,3) e /¥ = —1 do contrdrio. Em mecAnica quantica, vetores no espaco de Hilbert
representam estados quanticos, mas a evolugdo do sistema pode ser visto em duas perspectivas. Quando
os vetores sdo parametrizados pelo tempo, dd-se o nome dessa Optica de representagdo de Schrodiger, mas
é possivel que os vetores sejam fixos, e os operadores responsdveis pela equacdo de autovalores variem
com o tempo, entdo essa € a representacdo de Heisenberg. Adotando-se a representacao de Heisenberg,
os operadores definidos dentro do espaco de Hilbert podem ser representados como P; . Valendo-se do
segundo postulados da mecanica quantica € possivel vislumbrar as equacdes de evolugdo dos sistemas
cldssicos com uma versdo quantica como: 4t = —1[P, H] onde H ¢ o operador hamiltoniano e [,] o
comutador. Usando-se essa nova notagao, a representacao tratada por Nambu na seccio anterior revela uma
dlgebra de Lie com as relacdes de comutacdo dadas por: [LV,LH] = i€yyrLr com os colchetes representando

o comutador tradicional.

5 Investigando liberdades associadas ao triplete de variaveis canoni
cas

As grandezas momento e posi¢do podem ser vistas como geradoras do momento angular, a saber:
L = P x G ou na notacfio exposta acima: L; = €; kq jpx Em uma representa¢do quantica as grandezas g € p
podem ser ressignificadas para os operadores Q e P os quais devem obedecer a relagao de Heisenberg [11].
Recorda-se que os operadores posicao e momento podem assumir a seguinte representagao:

O=gq

i d
- %
Porém esses operadores podem ser redefinidos sempre obedecendo a relagdo de Heisenberg. Uma
forma conveniente de defini-los é como:

0
Q=o0ug+0op=—
ap
e
0
P=Bip+Pas-
dq
Observa-se que esses novos operadores sao mais gerais pois preservam o caso conhecido quando:
o; =1, 02 =0, B; =0e P = —7 e apresentam uma liberdade maior, na medida em que obedecem a
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relacdo de Heisenberg. Recordando-se de tudo o que foi exposto no presente trabalho, deseja-se aliar
a representacdo da mecanica de Nambu supracitada com a redefini¢do do operador momento angular
dado por L; = €;xQ ;P e a dita expansdo da liberdade dos operadores acima. Apenas dessa vez a relagdo
de Heisenberg a ser obedecida sera a relacdo de comutacao dos operadores L; que remonta a relacdo de
Heisenberg-Nambu: [X,Y,Z]| = —%. Para gozar de uma liberdade ainda maior podem ser gerados os
operadores Quanticos dados por:

d
Qi =09 + OCZia_
Pi

0
P, =Biipi+ BZiT

1

Assim adota-se i = 1 e a relagdo que deve ser obedecida e que auxiliard a criar os vetores €:

[L,‘,Lj] = iSijkLk
[(€iuvOvPu), (€j1001Po)] = EimpOnPo
0 0 0 0
[Siyv (avgy + OCZVE) (Blypy + BZua_%)’EJW(O‘M‘IT + 0°2ra_pT) (BI¢P¢ + Bm%)] =

0
= &;jk€imp (Qingn + Otzna) (Bippp + sz%)

Reunindo termos em comutadores pode-se simplificar a expressao acima unindo os termos de g; com

% e py com aipr. Se for investigada a relacdo de comutagdo entre ¢; e % , € também py e aipr pode-se
provar que:[qx, %] = —dvr € [pv, aipr] = —dy¢ . A equagio simplificada que se deve satisfazer, sem perda

de generalidade, entdo é:

— My€ivu€ juo (01urogupe + (leBQq)qlua—qq) + 0B19 e oczyﬁwga) =
i it

. 0 0 0
= lgijkeknp(alﬂﬁlp%]pp + alnBZpCIn% + (inﬁlpapp + Oi2q sz%a—qp)

Com M,u = (Ocl,uBZ,u — BI/JOCZ,LI)-
E possivel provar que €;,€ .9 = —€;jx€knp ([6] e [3]), usa-se apenas algumas propriedades de epsilons
e deltas de kronecker. O importante é que esta equagdo admite muitas solugdes, e em especial existe
uma solugdo imediata a ser discutida em conclusdes. Para M,, exclusivamente de natureza covariante,
) ~ . _ 9
desenvolve-se a equacdo para os indices de u , v e ¢, chamando Fyyp = 0linB1pgnpp + 0inB2pan 3 +

oonBip % DPp + 0oy sz%% e sabendo que €;yo€r0j = 90,y com y # T,0 a parte direita da equagdo
sera:
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i(8m0jp — ipdjn) Frp

A parte esquerda:

(M38:28 2 + M28303) Fi1 — M30,28 1 Fi2 — M28;38 2 F13 + (M1038 j3 + M38;18 1) Fao — M38;18 /22,
—M8:38j2F>3 + (M10:28 jo — M28;181 ) F33 — M28;18 j3F31 — M 1828 3F3:

6 Conclusoes

E notdvel a maior liberdade que essa teoria proporciona em relacdo ao formalismo tradicional da
mecanica quantica, maior ainda se torna a sua utilidade com a generalizacao proposta dos operadores g e
p. E 6bvio que tal formalismo s6 tem utilidade se puder reproduzir o contetido fisico desenvolvido no
ultimo século, isto pode ser evidenciado na medida em que a relacdo de Heisenberg € preservada, o que se
faz verdade devido a equacdo apresentada para M,.

Para evidenciar que a relagdo de Heisenberg € satisfeita basta notar que M,, ndo precisa ter necessari-
amente um cardter covariante, pois tal caracteristica foi inserida no desenvolvimento para aumentar a
liberdade das representagdes, assim fazer a conversdo de M, — M nio desmerece as equagdes. Dito isso

como os indices M e k estdo contraidos a relagdo mais imediata a se obter € M = —i, ou seja existe uma
representagdo mais geral do que aquela de Heisenberg, dada por: a3, — B0 = —i, pois note que para
o = 1,00 =0,B; =0,B, = —i essa relagdo € satisfeita.

Mais do que isso, talvez o resultado mais relevante, € a comparagao dos resultados de Isabela Couto et.
al. [4], os seus pardmetros o e 3 sdo definidos de forma diferente, mas fazendo as devidas conversoes,
percebe-se que esse caso trata-se exatamente do mesmo resultado. as representacdes dadas por: o) =
%,0(2 =B = %,Bz =—jeod;=1,00 = %,Bl =1, = —%, sdo aquelas referentes a Torres-Vegas [15]
e A. E. Santana et. al. [12] respectivamente.

O caso covariante € de uma complexidade tal que se torna ineficiente expressar todos as suas possibili-
dades, no entanto um caso particular interessante € quando se igualam os termos que contem Fyp V1 € p
da esquerda e da direita, desse modo um sistema de 9 equagdes € formado. Adotando-se & € S3 [14] o
conjunto das permutagdes de 1 a 3 o sistema pode ser denotado:

M () 8162 (1)0 62 (r) T M2 (1) Bigs(1)D (1) = 0
M5(0) 8 2 (z) = i(862(1)8 s (x) — Biss (1) B o2 (1))
MBi5-1(0)8j6-2(x) = i(8i5-2(c) = 8i5-1(1) O j62(v))

Essas igualdades sdo validas para qualquer permutac¢do do subconjunto de S3 dado por {G € S3/6V &
tg. 6 =&}
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