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Resumo

O estudo de sistema dissipativos é ainda uma drea pouco desenvolvida dentro da Mecdnica
Qudntica. A dificuldade surge do fato desta ser fortemente conectada ao formalismo Hamiltoniano da
Mecanica Cldssica. Este trabalho tem como foco obter a equagdo de Schrodinger sem fazer uso do
formalismo Hamiltoniano, permitindo assim a descri¢cdo de sistemas mais gerais, incluindo aqueles
dissipativos. Para tanto, fazemos a generalizagcdo de um método que seguramente fornece a equagcdo
de Schriodinger para os sistemas Hamiltonianos jd conhecidos.
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I. INTRODUCAO

O estudo de dissipacdo dentro da Mecénica

Quantica possui hoje um longo histérico [1],[2].

As diferentes abordagens podem ser separadas em
dois grupos:

e A tentativa direta de se quantizar sistemas
abertos sujeitos a uma for¢a dependente da
velocidade do tipo kg[1].

e Associar o problema de dissipacdo a um sis-
tema isolado, composto por dois subsiste-
mas, com um absorvendo energia do outro
gracas ao seu elevado numero de estados
possiveis[2].

A primeira abordagem, até aqui, tem esbarrado
na impossibilidade de se descrever o equivalente
classico do sistema utilizando o formalismo Hamil-
toniano usual, de forma que os métodos tradicio-
nais de quantizacdo pudessem ser utilizados. Para
superar essa barreira, foram propostas extensoes do
formalismo Hamiltoniano para que esse pudesse
também comportar dissipa¢do[3], de forma que os
sistemas quantico e cldssico pudessem ser conecta-
dos através dessa extensao.

Devido a essas dificuldades, as abordagens que
assumiam um sistema isolado, com um dos subsis-
temas atuando como um reservatorio de energia[4],
obtiveram mais sucesso. No entanto, essa estraté-
gia ainda sofre criticas daqueles adeptos da abor-
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dagem direta, uma vez que a constitui¢do concreta
do reservatoério deve ser levada em conta, o que €
indesejavel.

Uma possivel solugdo, que serd apresentada
neste trabalho, € representar o sistema cldssico sem
fazer uso do formalismo Hamiltoniano e a partir dai
obter a equagdo de Schrédinger que descreve o sis-
tema quantico em questdo. Isso, entretanto, implica
em se desenvolver um método de quantizagdo que
seja independente do formalismo Hamiltoniano.

Para tal, partimos da equacao de Liouville e,
assumindo a validade de outras duas equagdes, che-
gamos a equacao de Schrodinger. De fato, podemos
tomar a validade dessas equagdes como axiomas
do método. Vale ressaltar que € possivel estender
o método para qualquer sistema de coordenadas
curvilineas ortogonais[5], fazendo pequenos ajus-
tes nos axiomas. E possivel fazer o mesmo para
os postulados da Relatividade Restrita, obtendo
as equagdes de Klein-Gordon e Dirac de segunda
ordem|[6].

No entanto, esses resultados sdo validos para
sistemas Hamiltonianos. Assim, para que possa-
mos utilizar o método englobando também siste-
mas com dissipacdo, € necessdrio generalizar os
axiomas, para que entdo seja possivel estender o
método desenvolvido anteriormente.

Comecaremos mostrando o método para siste-
mas Hamiltonianos, e apresentamos, em seguida,
como uma aplicacdo, a dedugdo da equacdo de
Schrodinger para o campo eletromagnético — i1Sso
dard ao leitor confian¢a na adequacdo do método de
quantiza¢do em contextos Hamiltonianos usuais.

Em seguida, fazemos a generalizacdo da equa-
¢ao de Liouville, para entdo aplicar o método em
sistemas com dissipacao.

Ao final apresentamos nossas consideragdes fi-

nais.

II. APLICACAO EM SISTEMAS
HAMILTONIANOS

I. Potencial dependente da posicao

Comegamos com a andlise do caso usual de um
sistema de uma particula em movimento unidimen-
sional, com Hamiltoniana dada por:

2
H(g.p) =7 +V(q) (M

Com esse Hamiltoniano, podemos escrever os
axiomas da seguinte forma:

Axioma 1: A equacido de Liouville

dF(g.pt) _9Fp OFV OF _, .,
dt  dogm 0pdg O

¢ vélida;
Axioma 2: Definimos a funcao caracteristica, re-
lacionada a densidade de probabilidade con-

junta no espaco de fase, da forma usual como
sendo

Z(q.54.1) :/F(q,p,t)efi”sqdp 3)
de maneira que

Axioma 3: O ansatz

'De modo geral, quando consideramos fendmenos dissipativos, estamos interessados em abstrair os mecanismos particulares
e especificos que levam a dissipagdo, ou seja, construimos uma teoria de resposta linear do tipo f,; = —kq, e incluimos nossa
“ignorncia” desses mecanismos particulares na constante k. Isso ¢ feito usualmente no ambito da Fisica Classica e € uma forma
interessante de se abordar a questdo também no ambito quéntico, uma vez que implica em maior generalidade de aplicacdo.
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. ) o
Z(q.3q.1) =¥ (¢ - SL.0¥(g+F1) @)
é vélido se expandirmos Z(g,0q,t) até segunda or-
dem em dq.
Vale notar que em (2) utilizamos as equagdes
de movimento. Aplicando (3) a (2), obtemos:

e Primeiro termo:

JELeirdp = I [FLeirdp =

%}’n
_ —in_ ipdq 7. _ —ih 9°Z(4,8q.t)
= " agacsg) J FerPdp = SR 500
e Segundo:

oV [oF i. dV
_2r | gpdqg,, — fs 0
/ en?dp = -8q an(q, 8q.1)

e E, finalmente, o terceiro:

F i 9 i
[ Sretrtidp = 5 [ Feirddp =
__ 9Z(q,9¢.1)
- ot

Juntando todos os termos e multiplicando tudo
por ih, ficamos com

4 5.2, _ 197

m g (sq)  Tag” T "o

Se escrevermos ¥(g,t) em sua forma po-

lar, dada por ¥ (q,t) = R(q.t) exp(£S(g.t)), com

R(g,t) e S(q,t) funcdes reais e expandirmos (4) até
segunda ordem em dg, obtemos:

(6)

5 2
Z(q,Sq,t)Z{Rz(q,t)Jr 7") X

Rz - (2) ] ew (52)

Substituindo (7) em (6) obtemos, supondo que
dg é uma variacdo infinitesimal

oR? 19 [ ,0S

(P ®
2

R28q3. {3—5 + e (3—2)

PR _
" 2uR(q1) o T V(Q)} =0

)

que sdo, respectivamente, os termos de ordem zero
e ordem um em d¢g (que coincidem com suas partes
imagindria e real).

Por outro lado, se tomarmos a equacgdo de
Schrédinger

—n? 92 . 9Y(g.1)
(%a—quFV(Q)) ¥(g.1) = ih—s—

(10)
e escrevermos ¥ (g,7) novamente em sua forma
polar, € simples ver que ela € equivalente a (8) e
(9), quando tomamos as partes real e imagindria da
equagdo resultante nas fungdes R (x,7) e S (x,1).

Com isso, mostramos a validade do método
para sistemas com potenciais que dependem ape-
nas da posicdo. E interessante agora vermos que
ele também se aplica a potenciais dependentes da
velocidade, mas que ainda mantém a estrutura Ha-
miltoniana.

II. Potencial dependente da velocidade

Existe um classe de potenciais dependentes da
velocidades que preservam a forma das equacoes
de Lagrange. Esse potencial é a fungédo U (q,q,1)
tal que a forca generalizada da j-ésima coordenada
pode ser escrita como[7]:

8qj dt aq]'
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Assim, podemos definir a Lagrangeana da forma
usual e a partir dai obter a Hamiltoniana correspon-
dente e suas equacdes de movimento.

Um importante caso de potencial com a menci-
onada forma € o campo eletromagnético, uma vez
que for¢a de Lorentz é dada por:

F:e[ﬁ—i-(\_fxgﬂ

e os campos elétrico e magnético podem ser escri-
tos como:

%
E:—V(p—aa—?;?:VxX

onde @ € o potencial escalare A € o potencial vetor.
Dessa forma, escrevendo:

U(q.q.1) = e@(q)—eA (q.1)-

recuperamos a forca de Lorentz.
Com este potencial, temos a seguinte Lagran-
geana:

N .
{(3.9)- 2" -cto-aay

que gera a Hamiltoniana:

3 (pi— oA )
H(Z.P) = L P ey

de modo que a equacdo de Liouville deve ser escrita
agora como

dF (q.p.t) _ aa_F (pj—eAj)
dt - m
(12)
p)
—375]. [Z 32" (eAx—pi) +e5- } +4&

onde passamos a usar a convenc¢ao de Einstein de
somatorios. Uma vez que passamos a trés dimen-
soes, devemos também redefinir a funcio caracte-
ristica pela expressdo

Z(G.p.1) /F g.p.t) e’y (13)

Aplicando (13) a (12) de modo anédlogo ao que
fizemos na secao anterior, obtemos

lh%—% 712 227 )_|_ hEA] JZ _|_e 8AkAk5 Z_|_

m 0x;o(dx; m Oox; ' m Ox;
+ih- %ﬁ" ija(az ) + edx; a}?

(14)

Se escrevermos W (¢,f) novamente em sua

forma polar e expandindo até segunda ordem, a
funcdo caracteristica fica

Z(x8u1) =[R2+ 2 (R Ed
. (15)
OR BR)} of xkaxk

axk ax,

e sua substitui¢do na ultima expressao em (14) for-
nece as equagoes

OR? 1
ot m

o v = (VS—eX)RZ} —0,

2
_mv R—

R,V {3+ 5L (V
Jga } (16)

2m
S+—A2 +ed

£
m

Essas duas dltimas equacdes sdo equivalentes a

(7)
= lha‘v(a? )
se escrevermos (¢ ,1) = R(?,t)eis@ﬂ/h e

substituirmos essa expressao na equacao anterior,
tomando, ao final, as partes real e imaginéria.
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III. EXTENSAO PARA SISTEMAS NAO
HAMILTONIANOS

O primeiro passo para a extensdao do nosso
método € fazer a generalizacdo da equacdo de
Liouville sem qualquer menc¢dao a uma eventual
forma Hamiltoniana[8]. Para tal, considere um
elemento infinitesimal de volume no espaco de
fases localizado em um ponto (¢,7). En-
tdo podemos definir uma funcdo de distribuicdo
F(q,7.t) que di o niimero de particulas SN
com posi¢cdes e momenta contidos no intervalo

[(77)(7—!—57?—{-8?)] em um tempo ¢,

ou seja,

SN=F(q.7.1)8¢87.

Como ndmero total de particulas do conjunto é
fixo, podemos normalizar a func¢do de distribuicao,
integrando sobre todo 0 espago para escrever

[F(@.7.0)555 =1

Em geral, o nimero de sistemas entrando uma
face do elemento de volume serd diferente daquele
saindo pela face oposta. Para as faces perpendicula-
res ao eixo ¢, localizadas em g € ¢; + g, temos
que

F(q1,..)q1(q1,-..) qu..ﬁqgmﬁ?

representa o nimero de sistemas passando pela pri-
meira face. J4,

F(q1+8q1....) 41 (q1+8q1,...) X
8q2--8q3md T
~ (F (q1,-) +g—;56]1> <6]1 (q1,) + ag' 5(]1)
8q2..8q3md P

(18)
representa o numero de sistemas passando pela se-
gunda face. Portanto, a variacdo do ndmero de

sistemas passando pelo elemento de volume, relati-
vas ao eixo ¢qi, € representada simplesmente por

G, = (Gra+3ir) 5757,

Se somarmos as contribui¢des de todos os ei-
X0s, temos a variacao total de sistemas dentro do
elemento de volume

+QJ3F "‘PJ 878?

e a derivada temporal da funcdo de distribuicdo
pode ser obtida como:

(19)

| dg 9w N _or
§¢dpdt o \8¢gdp) ot

Assim, uma vez que

temos a equacao

7? AT

F(q.P.1)
(20)
onde o fator A (¢, p,t), chamado fator de compres-

sdo, é definido como

7? qQ+Vpp

A demonstracao dessa equagdo nao faz uso, em
nenhum momento, das equagdes de movimento e,
portanto, ndo exige a existéncia de um Hamiltoni-
ano para ser valida, o que era nosso objetivo.

Vale notar que uma condi¢ao suficiente para
que o fator de compressdo seja nulo € que exista
um Hamiltoniano, uma vez que, neste caso,
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reduzindo o resultado (20) a equagdo de Liouville
usual (2).

Consideremos agora um sistema de uma parti-
cula, sujeita a forga

5)%
JGit) = ——=—> +kq.
f(q.4:1) 3 q

Para este sistema as equacdes de movimento
sdo

aV (g
p:—#+kq, =
q

e o fator de compressio € dado por:

AT, Pst)=—

Dessa forma, escrevemos a equacdo de Liou-
ville generalizada como:

1)

3 *c

dF (q.p.t) OF _ OF = oF &k

a et T a T
ou, utilizando (21):
OF p 0FdV(q) A ko(pF) OoF
dgm dp dq m dp +at_0 22)

Ainda ndo estamos prontos para aplicar o mé-
todo, pois uma nova modificacdo nos axiomas deve
ser feita, desta vez em (3).

Sabemos que, classicamente, o elemento de vo-
lume no espaco de fases tem a possibilidade de se
expandir ou se contrair. J4 na Mecénica Quantica,
o elemento de volume fundamental € dado pela
relacdo

AxAp ~ i,

que pode ser mostrada diretamente por meio do
ansatz. Como (4) nao depende da velocidade, po-
demos manté-lo como estid. No entanto, devido a
possibilidade de expansdo ou contracido do volume
fundamental, fazemos a seguinte modificacao

kt/m

h — he (23)

AxAp ~ hekt/m,

de forma que a fungdo caracteristica passa a ser
escrita como

ipdq

Z(q,5q,t) = /F (q.p-t) end/mdp.

(24)
Aplicando (24) a (22), temos:

e Primeiro termo:

ipdq
IF P tif 1 —
fa_q_ehekl/ dp i
. m ipdq
_zh;:l/ aqa fFehekl/m dp
_ lhekt/’" azz(q dq.t)
Toom dqd(8q)

(25)

e Segundo termo:

v Po
_ a(q) f aFeT kt /m dp —
i5q BV() (q Sq )

= mheki/m

(26)

e Terceiro termo:

ipd
kf pF eheft/qmdp—
ipdq
,’;hgfﬁ/m J pFeieln dp
k§g 9Z(g,5q.t)
d(8q)

27)

e Quarto termo:
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ipdq
f aFehek’/mdp =
ipdq ipdq
= & [Feit/mdp+ &I [ pFeid/mdp -
— 9Z(¢dq1) | k L 9Z(g.8¢.1)
= 3(5q)

kt /m

QJI

(28)
Multiplicando tudo por ihe™ /™, e agrupando os

temos, ficamos com a equacao

inekt/m9Z(gdq:) _ —n2e?/m 0*Z(g.89.1)
ot m 0q9(dq) (29)

+24%%4)7(q,8.1)

Se utilizarmos novamente (7), ficamos com
duas equagdes, exatamente como antes, mas agora
dadas por

2
aie’“/’“rl J (2’“/'"1%235> 0, (30)
q

2 as okt /m 2kt/m (5
R Sqa 2 +e 2m (8q> 31)
eZkr/mh2 a2R V . 0
St 3 +V(0)] =
Se escrevermos
h2 2kt /m 82
( 2m g2 +V > (32)

= jhekt/m alf

e fizermos como anteriormente, obtemos também
(30) e (31). Analisando (32) é perceptivel que
a equacgdo € simplesmente a equacdo de Schro-
dinger ja conhecida com uma "nova constante de
Planck"como em (23). Fica claro também que
quando k = 0 recuperamos a equagdo de Schro-
dinger comum.

IV. CONCLUSAO

Apresentamos aqui um método que nos permite
derivar a equacdo de Schrodinger de forma sélida
e sistemdtica e que pode ser facilmente estendido
para sistemas em que ha introdu¢do ou remocgao de
energia. Em particular, é possivel encontrar a equa-
cdo de Schrodinger para um sistema com resposta
linear do tipo kg, esta sendo a maneira tradicio-
nal de se estudar sistemas que recebem ou perdem
energia em Mecanica Classica.

No entanto, ha ainda a necessidade de se anali-
sar casos mais gerais como, por exemplo, quando
k deixa de ser uma constante e passa a depender
da posi¢do ou do tempo, sendo estes comportamen-
tos mais aceitdveis fisicamente, uma vez que nao
se espera uma situa¢ao na qual o elemento dissi-
pativo remova foda a energia do sistema quantico
subjacente.

Tais generalizagdes estdo sendo presentemente
desenvolvidas pelos autores.
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