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Resumo: O tema deste trabalho é a verdade de proposi¢oes matemati-
cas e seu objetivo é avaliar, no contexto aritmético, um dos elementos
presentes em Freire (2018) e também considerado por Ramos e Freire
nesta edicao da Revista de Filosofia Moderna e Contemporanea:
a fixacao do valor de verdade de assercOes aritméticas a partir de
principios diretivos que regem a pratica da disciplina. O método
de analise visa a elucidacao da contribuicao dos principios diretivos
para a fixacdo do modelo padrao da aritmética e considera trés
métricas distintas. A partir desses resultados a proposta fundada nos
principios diretivos é comparada com trés abordagens alternativas,
presentes na literatura especializada. O resultado dessa comparagao
¢ bastante favoravel a abordagem formulada por Freire e Ramos nesta
Revista.
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Abstract: The main subject of this work is the truth of mathematical
assertions and its aim is to evaluate, in the arithmetical context, one
of the elements featured by Freire in (2018) and in this issue of the
Revista de Filosofia Moderna e Contemporanea (in joint work with
Ramos): a strategie to fix the truth-condition of arithmetical proposi-
tions based on the directive principles that govern the practice of this
matter. The method of analysis aims to elucidate the contribution of
the directive principles to fix the standard model of arithmetics and
takes in consideration three differents metrics. From this results the
approach based in principles is compared with other three proposals
well known in the literature. The result of this comparison is far fa-
vorable to Freire and Ramos’ approach in this issue.
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1 - Introducgao

O escopo deste trabalho - ana-
lise de uma proposta de fixacao
do valor de verdade das senten-
cas aritméticas - é caro a filosofia
da matematica e sera investigado

com o suporte de sistemas axi-
omaticos. Contemporaneamente
esses sistemas desempenham pa-
pel de relevo em discussoes de
cunho filoséfico-matematico pois
atuam como ferramentas de des-
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cri¢ao e interpretagao da matema-
tica.

Sistemas axiomaticos pos-
suem dois componentes: sistemas
formais e modelos. Modelos sao
de natureza semantica-veritativa,
enquanto sistemas formais sao
de natureza sintatico-dedutiva.
Grosso modo, os modelos codifi-
cam as condicoes de verdade das
proposi¢oes do ramo da matema-
tica descrito pelo sistema axioma-
tico e os sistemas formais codifi-
cam a linguagem, os métodos de
deducao e os termos primitivos da
area sob investigacao axiomatica.

Neste contexto, fixado um sis-
tema formal, ha duas possibilida-
des para os modelos: ou ha um
unico modelo - a menos de iso-
morfismos - ou hd uma infini-
dade de modelos nao isomorfos.
Quando ocorre o primeiro caso,
diz-se que o sistema formal é in-
terpretado e, no outro caso, que
trata-se de um sistema formal nao
interpretado. Essa nomenclatura é
estendida, de modo natural, tam-
bém aos sistemas axiomaticos: um
sistema axiomatico é interpretado
quando seu sistema formal é in-
terpretado. Grupos sao um exem-
plo candnico de sistema axioma-
tico nao interpretado; afinal, toda
estrutura que atesta a veracidade
dos axiomas de grupo € um mo-
delo genuino do sistema formal de
grupos. O mesmo nao ocorre com
a aritmética; a posicao comparti-

lhada por muitos matematicos e
filosofos é que os sistemas axioma-
ticos da aritmética sao interpreta-
dos: ha, a menos de isomorfismos,
um unico modelo para a aritmé-
tica. Este modelo é o modelo pa-
drao da aritmética.

O entendimento de que ha um
modelo padrao para a aritmética
acarreta consequéncias imediatas
para a analise da verdade nessa
disciplina: se ha um modelo pri-
vilegiado, entao as condigoes de
verdade das proposi¢oes aritmé-
ticas estao codificadas nesse mo-
delo. E, uma vez que as condi-
coes de verdade das proposicoes
sao preservadas nas sentencas que
expressam a proposi¢ao, o valor
de verdade da proposicao pode ser
aferido pela inspe¢ao recursiva da
sentenca. Deste modo, se a esti-
pulacao do modelo padrao da arit-
meética estiver alicercada em bases
robustas, entao o mesmo podera
ser dito sobre a verdade das pro-
posicoes aritméticas. Entretanto,
é reconhecidamente problematico
fornecer bases segundo as quais
um modelo da aritmética possa,
justificadamente, ser considerado
o modelo padrao.

Ramos e Freire apresentam
neste volume da Revista de Filo-
sofia Moderna e Contemporanea
uma posicao que, dentre outras
consequéncias, funda a verdade
de disciplinas matematicas inter-
pretadas, isto é, disciplinas codifi-
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cadas por sistemas axiomaticos in-
terpretados, em um esquema em
“dupla camada”. Essa posicao
também pode ser vista, com mai-
ores detalhes e em outro contexto,
em Freire (2018).

Uma das camadas é composta
pelo sistema formal e, a outra, pe-
los principios diretivos que regem
a disciplina. Nesse esquema os
modelos nao estao alienados das
camadas, mas também nao sao
determinados por uma unica ca-
mada particular. Este trabalho
analisa em qual medida os prin-
cipios diretivos propostos para a
aritmética viabilizam a fixagao do
modelo padrao da aritmética e,
consequentemente, o valor de ver-
dade das sentencas aritméticas.
Para isso é conduzida uma analise
rigorosa tanto dos principios dire-
tivos quanto dos métodos de ana-
lise dos principios. E importante
destacar que, embora os princi-
pios diretivos nao constituam um
sistema formal e nao sejam subs-
titutos de sistemas formais, sao
passiveis de investigacoes logicas
e formais. De fato, é desenvol-
vida uma analise légica da con-
tribuicao dos principios diretivos
para a fixacao do valor de verdade
das sentencas aritméticas. A no-
cao de loégica aqui empregada é
aquela introduzida por Lindstrom
(1969) e aqui denominada sistema
semadntico.

Uma vez avaliados os princi-

pios diretivos em um sistema se-
mantico, procede-se a avaliacao
dos sistemas semanticos segundo
trés meétricas, as quais visam
quantificar e qualificar aspectos
matematicos, dedutivos e modelo-
tedricos envolvidos na analise. O
resultado dessas investigacoes es-
tabelece, de modo claro e pre-
ciso, em qual medida a adogao
dos principios diretivos contribui
para a fundamentacao do modelo
pretendido da aritmética. Adici-
onalmente, a analise fornece um
subproduto bastante interessante:
uma fundamentagao original para
verdade dos axiomas da aritmé-
tica de Peano. Outra consequéncia
da analise é a sugestao que lingua-
gens infinitarias podem desempe-
nhar papel relevante no estudo de
questoes fundacionais. Por fim,
os resultados aqui obtidos acerca
da fixacao do modelo padrao da
aritmética sao comparados com
trés propostas presentes na litera-
tura especializada - o resultado da
comparagao é bastante favoravel
as propostas tecidas nesta Revista.

2 - Analise dos principios direti-
vos da aritmética

Um sistema semantico IL € um par
(L*,|E) em que a primeira compo-
nente é um conjunto de senten-
¢as em uma assinatura X e a se-
gunda componente € a relacao de
satisfatibilidade entre a classe das
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estruturas adaptadas para a assi-
natura e as sentencgas dessa assi-
natura. Sistemas semanticos nao
necessariamente sao munidos de
uma contraparte formal, isto é,
nao necessariamente had um sis-
tema formal correlato para a re-
lacao de satisfatibilidade. Entre-
tanto, este nao € o caso para os
sistemas semanticos aqui empre-
gados. O sistema formal correlato
a um sistema semantico é com-
posto por linguagem formal, con-
junto recursivo de axiomas e cole-
cao finita de regras de inferéncia.
Exemplos de tais sistemas seman-
ticos sao as formulacoes canonicas
da logica de primeira ordem, da
logica de segunda ordem e da 16-
gica infinitaria que admite senten-
cas formadas por disjun¢oes enu-
meraveis e ocorréncia de quanti-
ficadores apenas em numero fi-
nito. Tais sistemas serao deno-
tados, respectivamente, IL,,, L,
e IL, ,. Apresentacoes sistemati-
cas desses sistemas podem ser vis-
tas em Ebbinghaus (1985) e Eb-
binghaus, Thomas, Flum (1996).

Formalizagao é o processo de
reescrita de sentencgas da lingua-
gem natural em uma linguagem
formal. Uma das principais ca-
racteristicas da formalizacao é a
eliminacao de ambiguidades e va-
guidades que, eventualmente, es-
tejam presentes em sentencas da
linguagem natural. Outros as-
pectos sao elencados por Kreisel

(1967), para quem a formaliza-
¢ao desempenha papel destacado
em processos cognitivos, filosofi-
cos e relativos a pratica matema-
tica - isto porque a formalizacao
de um conceito: (i) é parte im-
portante do processo psicologico
de entendimento; (ii) é compo-
nente essencial de programas fun-
dacionais, tais como o de Hilbert
e (iii) desempenha papel de re-
levo no trabalho diario do logico-
matematico. Exemplos dessa ul-
tima afirmacao sao a analise da es-
trutura cumulativa de conjuntos
desenvolvida por Zermelo, a ex-
plicacao do porqué um problema
matematico € um problema aberto
com relacao a uma teoria e o en-
tendimento do processo de me-
morizagao de provas matematicas.
Estas sao algumas das razoes pelas
quais a legitimidade e correcao da
formalizac¢ao da linguagem natu-
ral nao é posta sob suspeita neste
trabalho.

Um primeiro passo em dire-
¢ao a analise rigorosa dos princi-
pios diretivos é a formalizacao dos
mesmos. E, ainda que a formali-
zagao seja considerada apenas da
perspectiva da eliminagao de am-
biguidades e vaguidades, isso nao
acarretaria que os principios dire-
tivos devam ser considerados va-
gos ou ambiguos. Assumimos,
como Freire (2018), que os prin-
cipios diretivos da aritmética go-
vernam a pratica aritmética - nao
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ha vaguidade ou imprecisao nesta
afirmacao. A formalizacao nao
tem por foco a eliminagao de am-
biguidades; é um primeiro movi-
mento em direcao a avaliacao ri-
gorosa do papel dos principios na
fixagao do modelo padrao da arit-
meética.

Uma objecao que pode ser
levantada quanto a formalizacao
dos principios diz respeito a uma
pretensa circularidade: a aritmé-
tica € governada por principios di-
retivos que sao formalizados em
sistemas semanticos forjados em
metateorias impregnadas de no-
cOes aritméticas, e tais sistemas
sao empregados na analise dos
principios diretivos. Mas nao ha
circularidade alguma. Isto por-
que os principios diretivos da arit-
meética precedem conceitualmente
os sistemas formais empregados
na analise. Esta observacao conti-
nua valida mesmo quando os sis-
temas nos quais os principios di-
retivos sao analisados internali-
zam completamente a aritmética
ou quando a metateoria desses sis-
temas é a propria aritmeética.

Na formalizagao dos princi-
pios sera empregada a assinatura
Y =1{+,-5,0}, em que 0 é simbolo
de constante, s é simbolo de fun-
¢ao unaria e tanto + quanto - sao
simbolos de operacoes binarias. A
interpretacao pretendida dos sim-
bolos € a usual: 0 € o numeral que
denota o niumero zero, s é 0 sim-

bolo de funcao tal que, para cada
numeral f, temos que st € o nu-
meral que denota o numero que
é o sucessor do numero denotado
por t. Por sua vez + € o simbolo
de operacao binaria tal que, da-
dos os numerais ¢ e v, temos que
t + v € o numeral que denota a
soma dos numeros denotados por
t e v. Analogamente, - é o simbolo
de operacgao binaria tal que, dados
os numerais t e v, temos que t-v €0
numeral que denota o produto dos
numeros denotados por t e v. A
nao estipulacao de uma interpre-
tacao pretendida aos simbolos da
assinatura inviabiliza a formaliza-
cao dos principios. Isso porque a
atribuicao de simbolos da lingua-
gem formal a termos, relacoes e
expressoes da linguagem natural
é componente importante da for-
malizagdao. Nao é possivel forma-
lizar o discurso normativo aritmé-
tico, ou qualquer discurso, se nao
é atribuida uma interpretacgao pri-
vilegiada aos membros da assina-
tura da linguagem empregada na
formalizag¢ao da linguagem natu-
ral.

A concatenagao de sequéncias
de simbolos sera representada por
~ e, com isso, a concatenagao das
sequéncias u e v sera denotada
u~v. Os numerais sao 0s termos
s"(t), definidos por recursao a par-
tir dos X-termos t pelas seguintes
clausulas:

s9t)=t e s™I(t)=s"s"(t).
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Uma vez que o Gnico termo da
assinatura ¥ em consideracao é o
simbolo de constante 0, adotamos
a definicao recursiva dos nume-
rais em que s°(0) = 0 e s™(t), para
m > 0, é a expressao formada pela
repeticao de m simbolos s a es-
querda do simbolo 0. Como usual,
os numerais 0, s0, ssO, etc, serao
representados por 0, 1, 2, etc.

O principal objetivo dessa se-
cao é analisar em qual medida os
principios diretivos da aritmética
contribuem para a fixagao do mo-
delo padrao da aritmética. Vi-
sando este fim, diremos que uma
colecao de sentencas I' com assina-
tura ¥ em um sistema semantico
L fixa a estrutura A quando A é
modelo de I' e qualquer outro mo-
delo de I éisomorfoa A. Uma vez
que, dada qualquer estrutura A e
qualquer conjunto X equipotente
ao dominio de A, ha um modo
candnico de obter uma estrutura
B, isomorfa a A e com dominio X,
nao ¢ possivel fixar uma estrutura
a menos de sua classe de isomor-
fismos. Posto de outro modo, uma
colecao de sentencas fixa uma es-
trutura quando a colegao de sen-
tencas é, no sentido da teoria de
modelos, categorica.

A contribuicao dos principios
diretivos para a fixacao da es-
trutura padrao sera avaliada do
seguinte modo. Primeiro, es-
colhemos um sistema semantico
L cuja linguagem seja suficiente-

mente expressiva para formalizar,
ao menos parcialmente, os prin-
cipios diretivos a partir da assi-
natura ¥. Uma XY-estrutura A é
correta segundo os principios direti-
vos da aritmética quando A é um
modelo do conjunto de sentencas
que corresponde a formalizagao
dos principios diretivos. Neste
sentido, os principios constituem
um critério de selecao, dentre to-
das as Y-estruturas, daquelas que
sao corretas segundo os principios
diretivos. Se quaisquer dois mem-
bros na classe das estruturas cor-
retas segundo os principios direti-
vos sao isomorfos, entao os princi-
pios diretivos da aritmética fixam
as estruturas aritmeéticas corretas.
Se os principios diretivos da arit-
meética fixam as estruturas arit-
méticas corretas e (w,+,X%,suc,0)
¢ uma estrutura correta, entao os
principios diretivos da aritmética
fixam o modelo padrdao da aritmé-
tica.

Fixado o modelo pretendido,
é natural que se proceda a uma
meta-analise dos principios dire-
tivos, isto €, que os sistemas se-
manticos que analisam os prin-
cipios diretivos da aritmética se-
jam submetidos, eles proprios, a
analise. Tais sistemas serao ava-
liados com base em aspectos de-
dutivos, semanticos e matemati-
cos. Com relagao ao primeiro des-
ses aspectos, uma logica é avali-
ada enquanto ciéncia da dedugao
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e o carater dedutivo encontra-se
intrinsecamente associado ao apa-
rato formal. Desta perspectiva, o
critério de avaliacao dos sistemas
semanticos é a completude. Siste-
mas semanticos nos quais as sen-
tencas validas sejam demonstra-
veis no sistema formal correlato
sao mais bem avaliados do que os
sistemas semanticos que nao apre-
sentam esta caracteristica.

O carater semantico esta re-
lacionado ao papel de instru-
mento de identificacao de estru-
turas matematicas e nocoes cor-
relatas que os sistemas semanti-
cos podem assumir. Esse aspecto
sera avaliado, prioritariamente,
segundo as propriedades semanti-
cas de Lowenheim-Skolem e com-
pacidade. Secundariamente, se-
rao consideradas a propriedade de
interpolacao de Craig e definibili-
dade de Beth. Uma caracteristica
de sistemas semanticos munidos
da propriedade de Lowenheim-
Skolem ¢é a impossibilidade de fi-
xar estruturas que possuam domi-
nio infinito. Ja os sistemas mu-
nidos da propriedade de compa-
cidade nao distinguem estruturas
com dominio finito, mas arbitrari-
amente grande, de estruturas com
dominio infinito. Sistemas seman-
ticos munidos dessas proprieda-

des serao mais bem avaliados do
que aqueles que ndo as possuem.!

Sistemas semanticos sao im-
pregnados de no¢oes matematicas
e o ambiente natural de avaliacao
dessas nocoes é a teoria de con-
juntos ZFC. Uma forma usual de
avaliar quao impregnado de no-
¢Oes matematicas encontra-se um
determinado conceito, expressa-
vel em ZFC, é pela afericao da
classe de modelos de ZFC para a
qual o conceito sob avaliagao é ab-
soluto - quanto maior a classe de
modelos, menos impregnada de
nog¢oes matematicas encontra-se o
conceito em analise. Nos casos
considerados neste trabalho, a co-
lecao de sentencas é definida por
recursao a partir de uma relagao
bem fundada e absoluta para mo-
delos transitivos de ZFC. Nes-
tes casos, a colecao de sentencas é
absoluta para modelos transitivos
de ZFC, como assevera o teorema
IV.5.6 em Kunen (1992). Resta,
portanto, avaliar para quais clas-
ses de modelos a relacao de satis-
fatibilidade é absoluta.

Para comodidade do leitor,
uniformidade de notacao e siste-
matizagao dos resultados, os prin-
cipios diretivos para a aritmética
presentes no trabalho de Ramos e
Freire nesta mesma edicao da Re-

1 A razio dessa postura é o0 endosso ao ponto de vista que distingdes entre cardinalidades finitas e infinitas, bem
como distingdes entre duas cardinalidades infinitas exigem que sejam adotados compromissos ontoldgicos fortes,
o que afasta os sistemas capazes de tais distin¢oes do escopo da logica em sentido estrito.
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vista de Filosofia Moderna e Con-
temporanea sao listados a seguir.

1° Principio Diretivo (PD;):
cada niimero é denotado por um
unico numeral, que é um objeto
sintdtico obtido pela repetigao,
possivelmente vazia, de um sim-
bolo primitivo.

2° Principio Diretivo (PD,):
cada numeral denota um unico
numero.

3° Principio Diretivo (PDj):
dados dois numerais s e t, a
soma dos ntimeros denotados
por s e t é denotada pelo nume-
ral obtido pela repeticao do sim-
bolo primitivo determinado por
s sobre t.

4° Principio Diretivo (PDy):
dados dois numerais s e t, o pro-
duto dos nuimeros denotados por
set édenotado pelo numeral ob-
tido pela repetigao da repetigao s
determinada por t.

2.1 - Analise dos principios dire-
tivos em primeira ordem

Linguagens de primeira ordem
sao bastante expressivas, o que é

atestado pelo fato de parte signi-
ficativa da matematica contempo-
ranea ser descrita em uma des-
sas linguagens - a linguagem da
teoria de conjuntos ZFC. Mas
nao é possivel formalizar, em pri-
meira ordem e com uma unica
sentenca, a expressao “a todo nu-
mero corresponde um Unico nu-
meral”.? Uma vez que o principio
diretivo PD,, apresentado através
de uma expressao em linguagem
natural, nao pode ser formalizado
por uma Unica senten¢a em lin-
guagem de primeira ordem, dize-
mos que este principio nao admite
uma formalizagdo plena em pri-
meira ordem. Entretanto, pode-
se apelar ao esquema de indu-
cao presente nas axiomatizagoes
em primeira ordem da aritmética
de Peano e estabelecer uma cor-
relacao entre o principio diretivo
PD, e as infinitas instancias do es-
quema de induc¢ao. Essa correla-
cao pode ser entendida como uma
formalizagao parcial do principio
diretivo PD;.

Uma maneira de enunciar o
principio da inducao é: considere
uma propriedade que se aplica aos
numeros; se 0 nimero zero goza

2Uma dificuldade em formalizar essa expressio deve-se ao fato que, na abordagem sob analise, nimeros sao
vistos como os elementos do dominio de estruturas corretas segundo os principios diretivos. Uma formalizagao
da expressao em discussao deve condensar a informagao de que todos os elementos no dominio de uma estrutura
correta segundo os principios desempenham papel de nimero. Com isso, dada uma estrutura correta R, para todo
x, se x é elemento do dominio de A, entdo x = 0" ou x = (50)7"\ oux = (550)7"\ ou --- Uma tal disjuncédo infinta nao
pode ser formalizada em primeira ordem, embora seja facilmente formalizada na linguagem do sistema semantico
infinitdrio que consideramos no corpo deste trabalho. Ademais, se houvesse uma sentenca de primeira ordem ¢
que formalizasse a expressao em analise, entao uma estrutura A seria modelo de ¢ se, e somente se, o dominio de
A fosse infinito e enumerével, o que claramente nao pode ser o caso.

64 Revista de Filosofia Moderna e Contempordnea, Brasilia, v.6, n.2, dez. 2018, p. 57-94
ISSN: 2317-9570



ANALISE DE UMA FUNDAMENTACAO DA VERDADE DE SENTENCAS ARITMETICAS

desta propriedade e, se sempre
que um numero possui tal propri-
edade seu sucessor também a pos-
sui, entao todos os numeros na-
turais possuem a propriedade em
consideragao.

Por um lado, o principio dire-
tivo PD, pode ser empregado para
justificar o principio da inducao.
Suponha PD; e que ha uma pro-
priedade acerca dos nameros na-
turais tal que (i) o namero zero
goza dessa propriedade, (ii) se um
numero possui tal propriedade,
entao seu sucessor também a pos-
sui e (iii) ha um ntmero que nao
possui a propriedade. Pela con-
di¢ao (i) o namero denotado por
0 goza dessa propriedade e, pela
condicao (ii), se o numero de-
notado por k possui a proprie-
dade, entao o numero denotado
por sk também possui tal proprie-
dade. Decorre da defini¢ao recur-
siva que os numerais sao esgota-
dos pelas condigoes (i) e (ii) e, con-
sequentemente, o numero em (iii)
que nao goza da propriedade nao
pode ser denotado por um nume-
ral, o que contraria PD;.

Por outro lado, o principio da
indugao pode ser usado para ex-
plicar o principio diretivo. Ad-
mita o principio da inducao e que
a propriedade considerada é “ser
denotado por um numeral”. A
propriedade é desfrutada pelo na-
mero zero, pois este pode ser de-
notado pelo numeral 0. O passo

indutivo também é o caso, pois se
um numero € denotado pelo nu-
meral k, seu sucessor pode ser de-
notado por sk. Logo, é o caso que
todo numero é denotado por um
numeral.

A partir da interpretagao for-
necida aos termos primitivos da
linguagem aritmética os demais
principios diretivos podem ser
formalizados, plena e facilmente,
em primeira ordem. O principio
diretivo PD, estabelece que nu-
merais distintos denotam nume-
ros distintos. Os nimeros sao ele-
mentos do dominio das estrutu-
ras corretas segundo os principios
e 0s numerais sao termos gerados
recursivamente. Disto, uma for-
maliza¢ao do segundo principio
diretivo é a expressao

VmVn (m =zn— s"(0) = s”(O)).

O principio PDj; estabelece
que a soma de dois numeros ¢ de-
notada pela soma dos numerais
que denotam cada um dos nime-
ros. Os numerais sao definidos
pela concatenacao do simbolo s e,
desse modo, é natural estabelecer
que a soma de numerais é dada
pela justaposicao, a esquerda, da
sequéncia de simbolos s ao outro
numeral. Por exemplo, a soma do
numeral s0 com o numeral ss0 é a
concatenacao s~ ss(0), isto €, sss0.
A partir dessas consideragoes é ra-
zoavel formalizar PD; por

VYmVn (s"””(O) =s"(0) + s”(O)).
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A formalizacao de PD, é ana-
loga ao do PDj; e escrita como

VmVn (sm'"(O) =s"(0)- s”(O)).

Admitindo-se que os princi-
pios diretivos regem a pratica
aritmética, a formalizagao aponta
para uma justificativa plausivel e
fundamentada dos axiomas de Pe-
ano. De fato, se a formalizacao
dos principios diretivos da arit-
mética em primeira ordem é uma
axiomatizacao da arimética de Pe-
ano, 0s axiomas sao assercoes arit-
meéticas verdadeiras nao porque
eles sao verdades evidentes acerca
dos numeros; afinal, nao parece
nao problematico afirmar que to-
das as infinitas instancias do prin-
cipio da indugao sao verdades evi-
dentes. Tampouco parece razoavel
que 0s axiomas sejam vistos como
verdadeiros pelo fato de constitui-
rem uma adaptacao, no que tange
a expressividade, da veracidade
dos axiomas da aritmética estipu-
lados por Peano na linguagem de
segunda ordem. Uma vez que se
aceite a tese de que ha principios
que regulamentam a aritmética e
estes sao explicitados por PD;-
PD,, os axiomas da aritmética de
Peano em primeira ordem nao de-
vem ser postos sob suspeicao por-
que sao formaliza¢des, nao ple-
nas, dos principios diretivos que
regem a aritmética. E uma vez que
seja aceita a proposta de que os
principios diretivos regem a pra-

tica aritmeética, conclui-se que a
adequacao dos axiomas de Peano
também é fundada na pratica.

Conversamente, se 0s axiomas
da aritmética de Peano sao con-
siderados nao problematicos, en-
tao nao se pode advogar contra
a adequacao dos principios PD;-
PD, pois estes sao tradugoes, para
a linguagem natural, daqueles.

Fixada uma linguagem e for-
malizados os principios diretivos,
procede-se a investigacao do pa-
pel destes com relagao a fixagao da
estrutura padrao. A classe de es-
truturas corretas segundo os prin-
cipios diretivos pode, certamente,
ser considerada uma nocao mate-
matica. E o ambiente para a ana-
lise de nogoes matematicas é, por
exceléncia, a logica de primeira
ordem. As razdes para esse reco-
nhecimento sao consonantes com
as métricas que propomos para
a avaliacao dos sistemas semanti-
cos. Do ponto de vista dedutivo,
sistemas semanticos de primeira
ordem sao completos; quanto ao
critério matematico, assim como
o conjuntos das sentengas, a rela-
cao de satisfatibilidade é absoluta
para todos os modelos transitivos
de ZFC, resultado folclérico pre-
sente, por exemplo, na secao 5 do
capitulo 3 de Drake (1974). Do
ponto de vista semantico, valem
as propriedades de Lowenheim-
Skolem, compacidade, definibili-
dade de Beth e interpolacao de
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Craig.

Quando as teses que os prin-
cipios diretivos regem a pratica
aritmética e que a pratica deve
fundamentar a fixacao do modelo
pretendido sao endossadas, o fato
da analise dos principios em sis-
temas semanticos de primeira or-
dem nao fixar o modelo preten-
dido pode ser creditado a limita-
cao expressiva da linguagem de
primeira ordem - e, se este for
o caso, linguagens mais expressi-
vas devem contribuir para a fixa-
¢ao do modelo pretendido. Mas,
embora a formalizagao dos prin-
cipios diretivos em primeira or-
dem nao fixe o modelo preten-
dido da aritmética, a abordagem
normativa motiva uma diferenci-
acao importante na classe de mo-
delos dos sistemas formais aritmé-
ticos. Essa diferenciacao se faz ne-
cessaria pois nenhum sistema for-
mal, em primeira ordem, é capaz
de diferenciar o modelo preten-
dido dos demais modelos do sis-
tema formal. Naturalmente, o ele-
mento fundante da identificacao
do modelo padrao de um sistema
formal nao podem ser as preten-
soes de quem formata o sistema.
Uma saida € oferecida pelos prin-
cipios diretivos, segundo o enten-
dimento de que um modelo nao
padrao é um modelo do sistema
formal que nao se conforma a al-
gum dos principios diretivos.

Por exemplo, consideremos a

teoria cuja linguagem é a lingua-
gem da aritmética de Peano acres-
cida de um simbolo de constante
¢ e cujos axiomas sao os da arit-
mética de Peano, estendidos com
uma colecao recursiva de axiomas
daformac=0, c=1, c#2,.. Esta
teoria é consistente e tem modelo
C, cujo reduto apropriado € mo-
delo da aritmética de Peano. Mas a
estrutura € nao é um modelo pre-
tendido da aritmética, pois nao é
correta com relagao ao principio
diretivo PD;.

Sabidamente, elemento
portante para a nao fixacao da es-
trutura padrao pela formalizacao
dos principios diretivos, em pri-
meira ordem, é o teorema ascen-
dente de Lowenheim-Skolem. Na
sequéncia, os principios diretivos
serao formalizados em linguagens
mais expressivas do que a de pri-
meira ordem e o resultado sera
avaliado em sistemas semanticos
nos quais nao vale a versao ascen-
dente de Lowenheim-Skolem.

1m-

2.2 Analise dos principios direti-
vos em segunda ordem.

Posto que a linguagem de pri-
meira ordem é um fragmento
da linguagem de segunda ordem,
toda sentenca da primeira € uma
sentenca da segunda e, conse-
quentemente, os principios dire-
tivos PD, — PD, podem ser for-
malizados pelas mesmas expres-
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soes empregadas nas considera-
¢Oes acima, relativas a primeira
ordem. Quanto ao principio di-
retivo PD;, em segunda ordem
é possivel a formalizagdao plena,
isto é, expressar PD; em uma
unica sentenga da linguagem for-
mal. Uma apresentacao dos prin-
cipios diretivos sao as sentencas a
seguir, em que P é uma variavel
de predicado que, possivelmente,
emprega parametros.

Principio PD; :
VP [P(O) AVx (P(x) - P(sx))
— Vx P(x)].

Principio PD, :
VmVn (m * n) — s™(0) = s”(O)).

Principio PDj :
Vm¥n (s7(0) = 5"(0) +5"(0) ).

Principio PDy :
Ym¥n (s"7(0) = s(0) - s"(0)).

Claramente, a formalizacao
dos principios diretivos corres-
ponde aos axiomas da aritmética
de Peano em segunda ordem. Por-
tanto, de modo analogo ao dis-
cutido anteriormente, a adequa-
cao dos axiomas da aritmeética de
Peano em segunda ordem pode
ser asseverada pois corresponde
a formalizacao dos principios di-
retivos. Segundo essa perspec-
tiva, nao sao os axiomas de Pe-
ano que motivam ou estabelecem
os principios diretivos da aritmé-
tica; os principios legislam sobre

a aritmeética e devem ser vistos
como anteriores ao sistema for-
mal. Disto, o fato dos axiomas cor-
responderem a formalizacao dos
principios deve ser considerada
como uma evidéncia favoravel a
correcao dos axiomas, nao o in-
Verso.

Uma resposta afirmativa para
a questao da fixacao da estrutura
padrao da aritmética a partir dos
principios diretivos € fornecida
pelo teorema de categoricidade de
Dedekind: toda ¥-estrutura que é
modelo da formalizag¢ao dos prin-
cipios diretivos da aritmética em
segunda ordem ¢ isomorfa a estru-
tura padrao (w,+,x,suc,0). A de-
monstracao desse resultado pode
ser vista em Almeida (2017; teo-
rema 1.2.1).

Uma vez que a linguagem de
segunda ordem é bastante corri-
queira na pratica matematica e a
formalizagdo dos principios nessa
linguagem fixa a estrutura padrao
da aritmética, poder-se-ia argu-
mentar que a apresentacao de ba-
ses para a fixacao do modelo cano-
nico da aritmeética esta concluida.
Mas ha uma critica forte e imedi-
ata a este encaminhamento: lin-
guagens de segunda ordem estao
sujeitas a diversas criticas.

A situagao € particularmente
problematica pois ha duas inter-
pretagoes para o escopo das va-
riaveis de segunda ordem, a in-
terpretacao ampla e a interpreta-
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cao de Henkin - conforme Shapiro
(1991) - das quais redundam sis-
temas semanticos de segunda or-
dem distintos. A possibilidade de
mais uma semantica para a lin-
guagem formal nao € estritamente
problematica. De fato, ha duas in-
terpretacoes possiveis para as va-
riaveis livres de uma férmula da
linguagem de primeira ordem, a
interpretacao condicional e a in-
terpretacao de generalidade, que
podem ser vistas, por exemplo,
em Freire (2009) e Kleene (1967).
Mas, em primeira ordem, a esco-
lha da semantica nao é particu-
larmente problematica, pois am-
bas sao inter-interpretaveis. O
mesmo nhao ocorre com as inter-
pretacoes de segunda ordem am-
pla e de Henkin.

Se a semantica de Henkin
é adotada, a interpretacao dos
quantificadores é sujeita a criti-
cas quanto a arbitrariedade da in-
terpretacao, isto porque o escopo
dos quantificadores sofrem restri-
¢oOes arbitrarias. Por exemplo, se
¥ = {P}, em que P é uma varia-
vel de predicado unario e A é uma
Y-estrutura de dominio A, entao a
relacao

AEVP g(P)

nao deve ser entendida como
“para todo subconjunto C € P(A),
é o caso que A | @(P)[C]”; deve,

sim, ser entendida como “para
todo subconjunto C €d C P(A), é
o caso que A E @(P)[C]”. Isto
constitui uma restricao comple-
tamente arbitraria no escopo do
quantificador, pois a restricao d
na coleg¢ao de subconjuntos de A
¢ arbitraria. Além deste, ha ou-
tro problema com a semantica de
Henkin: o sistema semantico re-
sultante pode ser interpretado no
sistema de primeira ordem, algo
que influencia e contamina a ana-
lise em segunda ordem.

A semantica ampla suporta a
categoricidade da aritmética de
Peano e possui uma alegada natu-
ralidade semantica, pois nao res-
tringe de modo arbitrario o escopo
de quantificacao. Entretanto, essa
interpretagao nao € livre de criti-
cas. Uma delas é apontada por
Putnam (1980) no contexto de es-
tabelecer os referentes dos ele-
mentos do vocabulario da lingua-
gem de segunda ordem:

[A] interpretag¢ao ‘preten-
dida” do formalismo de
segunda ordem nao é fi-
xada pelo uso do forma-
lismo (o proprio forma-
lismo admite os chamados
modelos de Henkin [---]),
e [assim] torna-se neces-
sario atribuir a mente po-
deres especiais para ‘agar-

3Traducio nossa do original: (---) the 'intended’ interpretation of the second-order formalism is not fixed by the use
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rar’ nogoes de segunda or-
dem.?

Uma vez que a logica de se-
gunda ordem ¢ passivel de dis-
cussao quanto a interpretacao dos
quantificadores e, como aponta
Putnam, devem ser feitos ape-
los a propriedades subjetivas para
a adogao da semantica e fixacao
do referente, é razoavel conside-
rar que os sistemas semanticos de
segunda ordem nao sao a ferra-
menta ideal para a analise dos
principios diretivos da aritmética.

Relacionada e adicionalmente
a essas criticas, os sistemas seman-
ticos de segunda ordem sao muito
mal avaliados pelas métricas fixa-
das. Do ponto de vista dedutivo,
nao ha aparato sintatico que seja
completo para a semantica ampla.
Da perspectiva semantica, o sis-
tema nao é dotado das proprieda-
des de Lowenheim-Skolem, com-
pacidade, definibilidade de Beth
ou interpolacao de Craig.

Por fim, uma fonte recor-
rente de criticas as linguagens
de segunda ordem é a expressi-
vidade dessas linguagens. Afi-
nal, segundo Tharp (1975), o ele-
vado poder expressivo permite

que questoes matematicas sofisti-
cadas sejam reduzidas a pura se-
mantica.

O poder expressivo desta
légica [de segunda or-
dem], que é demasiado
grande para admitir um
procedimento de prova, €
adequado para expressar
declaragdes conjuntistas.
Questoes abertas tipicas,
como a hipdtese do con-
tinuo ou a existéncia de
grandes cardinais, sao fa-
cilmente declaradas como
questoes da validade de
féormulas de segunda or-
dem. Assim, os princi-
pios dessa logica fazem
parte de uma area ativa
e um pouco esotérica da
matematica. Parece haver
um sentimento justifica-
vel de que esta teoria deve
ser considerada matema-
tica, e que logica deve ser
mais auto-evidente e me-
nos aberta.*

Se os principios diretivos fi-
xam o modelo padrao e se tais
principios sao considerados ante-
riores a algumas nogoes matema-

of the formalism (the formalism itself admits the so-called "Henkin models’ (---), and it becomes necessary to attribute to
the mind special powers of ‘grasping second-order notions’. (1980; p. 481).

4Tradugdo nossa do original: “The expressive power of this logic [second-order], which is too great to admit a proof
procedure, is adequate to express set-theoretical statements. Typical open questions, such as the continuum hypothesis or
the existence of big cardinals, are easily stated as questions of the validity of second order formulas. Thus the principles of
this logic are part of an active and somewhat esoteric area of mathematics. There seems to be a justifiable feeling that this
theory should be considered mathematics, and that logic - one’s theory of inference - is supposed to be more self-evident

and less open.” (1975; p. 38).
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ticas e aos sistemas formais, entao
é certamente desejavel que a fer-
ramenta de analise dos principios
faca o minimo de referéncia a tais
nocoes. E, embora seja reconhe-
cidamente problematico caracte-
rizar precisamente a extensao de
“minimo de referéncia a nocgoes
matematicas”, a citacao acima re-
vela a percepcao que, quando se
trata da logica de segunda ordem,
o minimo é extrapolado. Essa cri-
tica a permeabilidade do sistema
semantico por no¢oes matemati-
cas € consonante com a analise da
relacao de satisfatibilidade, pois
esta € absoluta apenas para mode-
los supertransitivos de ZFC.°

Quando formalizados em se-
gunda ordem, os principios di-
retivos fixam a estrutura padrao
da aritmética. Mas a analise do
sistema semantico que viabiliza a
fixagao da estrutura padrao fo-
menta objecOes sérias e que po-
dem obscurecer a real contribui-
cao dos principios diretivos. O
emprego de uma linguagem me-
nos expressiva certamente é valo-
10S0.

2.3 - Analise dos principios dire-
tivos em linguagem infinitaria

Na linguagem formal ora em con-
sideracao as variaveis sao, ex-
clusivamente, variaveis individu-

ais. E sao admitidas férmulas
de comprimento infinito enume-
ravel, mas nas quais o numero
de ocorréncias de variaveis liga-
das ¢ finito. Tal linguagem, dife-
rentemente da linguagem de se-
gunda ordem, nao esta muito
presente no discurso matematico,
embora ocorram exce¢oes mar-
cantes como, por exemplo, apre-
sentagoes canonicas dos grupos de
torcao. A baixa expressividade,
quando comparada a segunda or-
dem, associada a propriedades
metatedricas que a aproximam
bastante da primeira ordem, po-
dem ser consideradas explicacoes
da pouca aplicacao. Uma apresen-
tacao dessa linguagem e do corres-
pondente sistema semantico L,
pode ser vista em Keisler (1971).
Assim como na linguagem de
segunda ordem, a formalizacao
dos principios diretivos na lingua-
gem infinitaria é plena. O princi-
pio PD; pode ser formalizado pelo
emprego de um quantificador uni-
versal e uma disjun¢ao enumera-
vel. E, por se tratar de uma ex-
tensao da linguagem de primeira
ordem, os demais principios po-
dem ser formalizados pelas mes-
mas expressoes formais emprega-
das em primeira ordem. Entre-
tanto, sera apresentada outra for-
malizac¢ao, com o emprego de sen-
tencas com comprimento enume-

5Consequéncia da operacdo “tomar as partes” na semantica de segunda ordem e de I1.4.24 em Kunen (2011).
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ravel e sem apelo ao emprego de
quantificadores.

Principio PD; :

Vx \/ (x = sm(O)).

mew

Principio PD2

AWARS

mew new\{m

#5"(0)).

Princ1pio PDj:

A /\ (s™(0) +5"(0) = 5""(0)).

mew new
Principio PDy :
/\ /\(sm 5"(0) = 5""(0)).
mew new

A correcao da formalizacao
dos principios nas expressoes
acima ¢é imediata. O principio
PD,, por exemplo, afirma que
todo nimero é denotado por um
numeral. Assim, um numero
qualquer é denotado por 0 ou s0
ou ss0 ou ..., e essa disjunc¢ao enu-
meravel pode ser formalizada pela
primeira expressao acima. A for-
malizagao dos demais principios é
também ¢é imediata. O teorema de
categoricidade para L, , a seguir,
responde afirmativamente ao pro-
blema da fixacao da estrutura pa-
drao com base nos principios.

Teorema 1 Toda X-estrutura que
satisfaz a formaliza¢dao dos princi-
pios diretivos da aritmética em IL
é isomorfa a estrutura padrao.

1w

Prova. Sejam (w,+,x,suc,0) o
modelo padrao e (A,®,® mu,c)

uma Y-estrutura A. Definimos a
funcao h de dominio w e codomi-
nio A pelas clausulas recursivas (i)
h(0) = c e (ii) h(suc(a)) = mu(h(a)).
Grosseiramente, o ‘zero’ da estru-
tura canodnica é levado, por h, no
zero da estrutura A e h mapeia
a sucessao de modo homogéneo.
Por inducao em w mostramos fa-
cilmente que h é injetiva. A so-
brejetividade de h é consequéncia
direta de A ser modelo da forma-
lizacao de PD; - de fato, claro esta
que a interpretagao do ¥-simbolo
de funcao s € mu e, consequente-
mente, pela formalizacao de PD,,
seac€ A, entdo a = c ou a = mu(b),
para algum b € A. A verificacao
que h preserva as propriedades es-
truturais da soma e produto, isto
é, que (i) h(a+b) = h(a)®h(b) e
(ii) h(a xb) = h(a) @ h(b), é feita
facilmente a partir das formaliza-
¢oes dos principios diretivos PD;
e PD,. Consequentemente, h é um
isomorfismo de {(w, +, X,suc,0) em
(A,®,Q®, mu,c). [ |

Formalizados na linguagem
infinitaria, os principios direti-
vos fixam o modelo pretendido
da aritmética. E o sistema se-
mantico empregado é bem avali-
ado pelas métricas adotadas. De
fato, pelo critério semantico a 16-
gica infinitaria L, , ndo padece
dos mesmos problemas da logica
de segunda ordem. Nao ha pro-
postas consolidadas de interpreta-
¢oes concorrentes para os quan-

72 Revista de Filosofia Moderna e Contempordnea, Brasilia, v.6, n.2, dez. 2018, p. 57-94

ISSN: 2317-9570



ANALISE DE UMA FUNDAMENTACAO DA VERDADE DE SENTENCAS ARITMETICAS

tificadores.  Além disso, esses
sistemas sao dotados da proprie-
dade de Lowenheim-Skolem, bem
como das propriedades de inter-
polacao de Craig, definibilidade
de Beth e um resultado que mi-
metiza, em muitas aplicagoes, a
compacidade.® Se sdo admitidas
apenas formulas de comprimento
enumeravel e deducgoes a partir de
um conjunto enumeravel de sen-
tencas, ha uma contraparte sinta-
tica para IL,, ,, que € adequada do
ponto de vista dedutivo, isto €, ha
um aparato de prova que € cor-
reto e completo com relacgao a se-
mantica, conforme Keisler (1971;
cap. 4). Do ponto de vista mate-
matico, L, , se revela muito me-
nos impregnado de nogoes ma-
tematicas do que os sistemas de
segunda ordem. De fato, a re-
lacao de satisfatibilidade é abso-
luta para qualquer modelo tran-
sitivo de ZFC que contenha a co-
lecao dos conjuntos hereditaria-
mente contaveis.”

O emprego de linguagens in-
finitarias em analises da aritmé-
tica nao esta isento de criticas. Por
exemplo Button e Walsh (2015)
destacam que

Noés podemos obter a ca-
tegoricidade adicionando-
se a aritmética de Pe-
ano em primeira ordem
uma disjungao contavel
dizendo: “tudo é zero, ou
o sucessor de zero, ou o
sucessor do sucessor de
zero, etc.”.  Mas para
capturar essa proposta,
nods precisamos capturar o
‘etc’.; e isso parece exa-
tamente o desafio original
de capturar a (ou uma)
sequéncia de nimeros na-
turais.®

No entanto, essa critica nao
se aplica a analise desenvolvida
aqui, pois nao se trata do pro-
blema da ‘captura’ da sequéncia
numérica por um sistema formal,
nem de extensoes da aritmética
de Peano com senten¢as de com-
primento enumeravel. A posicao
aqui analisada € que a pratica arit-
mética é regida por principios que
sao fundantes da verdade aritmé-
tica. O papel desempenhado pelos
sistema semantico L, ,, no que
diz respeito a fixacao da estru-
tura padrao, limita-se a formali-
zagao e analise dos principios di-

6Embora a compacidade nao valha em L, w, no capitulo 3 de Keisler (1971) hd um resultado que desempenha
papel andlogo ao da compacidade quando se trata de estender resultados modelo-tedricos de L, para Ly, -

7Ver Ebbinghaus (1986; 3.2.2). Mais precisamente, esse resultado diz respeito a satisfatibilidade com relacio a
conjuntos admissiveis - neste trabalho consideramos o caso particular dos hereditariamente contaveis.

8Nossa traducao do original: “(We can) obtain categoricity by adding to first-order Peano arithmetic a countable
disjunction saying: “everything is either zero, or the successor of zero, or the successor of that, etc.”. But to grasp this pro-
posal, we need to grasp that ‘etc.’; and that looks exactly like the original challenge of grasping the (or a) natural number

sequence.” (2015; p.12).
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retivos; nao é analisado um con-
junto com infinitos nameros ou
a sequéncia infinita dos nameros
naturais. Sao, sim, analisados os
principios diretivos que, por hipo-
tese, regem a pratica aritmética. E
a analise desses principios no sis-
tema semantico IL,, ,, explicita em
qual sentido eles fixam a estrutura
canodnica. A analise do sistema se-
mantico L,,, nos mostra em qual
sentido esse sistema é adequado
para a analise dos principios dire-
tivos: este sistema fixa o modelo
padrao e é bem comportado se-
gundo métricas semanticas, dedu-
tivas e matematicas.

Isso nos permite afirmar que,
sob essas condicoOes, a estrutura
canonica da aritmeética ¢ fixada
pelos principios diretivos. E, den-
tre todas as estruturas adequadas
a linguagem da aritmeética e que
satisfazem os axiomas de um sis-
tema formal aritmético, os prin-
cipios diretivos permitem selecio-
nar quais sao as estruturas corre-
tas com relacao a pratica matema-
tica.

Claro que se a semantica da
logica infinitaria for formalizada
na teoria de conjuntos em pri-
meira ordem, o teorema de ca-
tegoricidade deixa de valer, mas
essa situacao € incontornavel por

se tratar de uma caracteristica do
ambiente de analise da semantica
infinitaria e, nao necessariamente,
da propria semantica.

Um comentario em favor da
adequacao do sistema semantico
L,,, como ambiente de analise de
noc¢oes matematicas pode ser te-
cido a partir das consideragoes de
Bays (2001), relativos a primeira

ordem:

[As] nocoes de finitude e
recursao sao necessarias
para descrever a teoria de
modelos de primeira or-
dem, uma vez que as for-
mulas da légica de pri-
meira ordem podem ser
de comprimento finito e
arbitrario, mas nao infi-
nito, e a relacao de satis-
fagao é definida recursiva-
mente.’

Para uma teoria de modelo in-
finitaria exige-se que formulas de
comprimento infinito enumeravel
sejam aceitas como nao proble-
maticas e que a recursao transfi-
nita enumeravel seja aceita como
nao problematica. Essas exigén-
cias sao completamente razoaveis,
uma vez que em primeira ordem
sao aceitas féormulas com compri-
mento arbitrariamente grande (e
vale a compacidade!) e o discurso

9Traducio nossa do original: “[T]he notions of finitude and recursion are needed to describe first-order model theory,
since first-order formulas can be of arbitrary finite length, but they cannot be infinite, and first-order satisfaction is defined

recursively.” (2001; p. 345).
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sobre colecoes enumeravelmente
infinitas permeia parte significa-
tiva da matematica e filosofia da
matematica contemporanea.

As consideracoes tecidas nesta
secao acerca do papel dos sistemas
semanticos enquanto ferramentas
de analise dos principios direti-
vos oferecem uma perspectiva de
investigacao que pode ser de in-
teresse para a filosofia da logica.
Isso porque, pelo teorema ascen-
dente de Lowenheim-Skolem, teo-
remas de categoricidade para teo-
rias munidas de modelos infinitos
devem ser desenvolvidos em ex-
tensoes da logica de primeira or-
dem. Entretanto, o apelo a estas
extensoes €, em geral, visto como
uma peticao de principio, pois es-
tas extensoes envolvem o apelo a
nog¢oes matematicas que o resul-
tado de categoricidade procurou
garantir em primeiro lugar.

Na analise conduzida neste
trabalho nao ha peticao de princi-
pio, pois 0 que se investiga sao as
consequéncias do paradigma se-
gundo o qual os principios di-
retivos legislam sobre a aritmé-
tica. A adogao deste paradigma
fomenta questoes acerca de qual
linguagem deve ser considerada
adequada para a formalizagao e
analise dos principios. A resposta
para essas questoes indica que um
ambiente bastante adequado é for-
necido pelos sistemas semanticos

L, Afinal, estes sao os mais

bem comportados segundo as mé-
tricas adotadas e tanto fixam o
modelo pretendido da aritmética
quanto permitem a formalizagao
plena desses principios.

Na sequéncia sao apresenta-
das, e comparadas a abordagem
via principios diretivos, estraté-
gias alternativas de fixacao do mo-
delo padrao da aritmética.

3 - Analise comparativa

Nesta secao sao esbocadas trés
propostas de fixagao do valor de
verdade de sentencas aritméti-
cas. A primeira, McGee (1997),
aborda o processo de apreensao
da linguagem matematica e con-
sequente fixacao do valor de ver-
dade de sentencas. Ja a aborda-
gem de Gaifman (2003) fixa o mo-
delo padrao a partir de um critério
de minimalidade na classe de mo-
delos do sistema formal. Por fim,
o estruturalismo modal de Hell-
man (1993) fixa a estrutura pa-
drao com apelo a uma linguagem
modal bastante expressiva.

A apresentacao dessas posi-
¢Oes visa a dois objetivos: (i) iden-
tificar convergéncias e divergén-
cias entre algumas propostas pre-
sentes na literatura e a aborda-
gem normativa ao mesmo pro-
blema e (ii) delinear algumas ca-
racteristicas da interpretacao do
autor deste trabalho com relacao
a proposta de Freire (2018) para a

Revista de Filosofia Moderna e Contempordnea, Brasilia, v.6, n.2, dez. 2018, p. 57-94 75

ISSN: 2317-9570



EDGAR L. B. DE ALMEIDA

EB) & v-ric-rio |

fixacao da verdade aritmeética.

3.1 - Vann McGee, em How We
Learn Mathematical Language

McGee analisa as condicoes de
verdade de sentencas matematicas
dentro do paradigma realista com
o objetivo de elucidar algumas das
dificuldades enfrentadas por essa
tradicao na determinacgao do valor
de verdade das sentencas. Uma
dessas dificuldades pode ser posta
nos seguintes termos:

A concepgao realista su-
poe que o sentido dos
termos matematicos é fi-
xado com suficiente pre-
cisao para garantir que
uma sentenca tenha valor
de verdade determinado.
Agora, seja qual for o sig-
nificado de uma expres-
sao linguistica, ela o pos-
sui em virtude dos pensa-
mentos e praticas dos se-
res humanos. Nem todo
significado é dependente
de pensamentos e praticas
de seres humanos - o fato
de que um céu vermelho
pela manha significa tem-
pestade nao é uma ques-

tao de convencao - mas
o fato de que o numeral
‘7’ se refere ao quarto nu-
mero primo é uma ques-
tao de como escolhemos
usar o simbolo. Entao,
deve haver algo que pen-
samos, fazemos ou dize-
mos que fixa o significado
pretendido de termos ma-
tematicos. Como somos
capazes de fazer isso?!?

Embora McGee se dedique as
sentencas da aritmética e da teo-
ria de conjuntos, serao aqui consi-
deradas apenas as primeiras. Com
isso, uma resposta ao problema
acima estara bem encaminhada
quando houver uma explicacao de
COmo nossos pensamentos e pra-
ticas fixam o significado dos ter-
mos aritméticos de modo preciso e
quando for estabelecido para cada
sentenca aritmética seu valor de
verdade.

O problema atacado por Mc-
Gee nao diz respeito a atribuicao
de referente aos termos aritméti-
cos. Para ele, é ponto pacifico:
nossas praticas e pensamentos ao
empregar a linguagem aritmeética
sao incapazes de nos permitir dis-
cernir entre copias isomorfas de

10Tradugio nossa do original: “[T]he realistic conception supposes that the meaning of mathematical terms is fixed
with sufficient precision to ensure that a sentence has a determinate truth value. Now whatever meaning a linguistic
expression has it possesses in virtue of the thoughts and practices of human beings. Not all meaning is thus dependent on
human thought and action - the fact that a red sky in the morning means stormy weather isn’t a matter of convenction -
but the fact that the numeral ‘7’ refers to the fourth prime is a matter of how we have chosen to use a symbol. So there
must be something we think, do, or say that fixes the intended meaning of mathematical terms. How are we able to do

this?” (1997; p. 35-36).
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estruturas aritmeéticas, o que torna
impossivel fixar, a menos de iso-
morfismos, o referente dos termos
da linguagem aritmética. Em par-
ticular, nao ha referentes privile-
giados para numerais.

Entretanto, a impossibilidade
de fixar o referente de um termo
aritmético nao acarreta a impos-
sibilidade de fixar as condicOes
de verdade de sentencas aritmé-
ticas. Mas, entao, como senten-
cas da linguagem aritmética ad-
quirem determinado valor de ver-
dade? Para responder a isso, Mc-
Gee observa que aprendemos a
linguagem da aritmética quando
aprendemos a contar objetos con-
cretos tais quais, por exemplo, pa-
litos de sorvete. Mas, uma vez que
a pratica de contar palitos permite
a acomodacao de modelos dife-
rentes do pretendido, “algo mais”
é necessario; este algo mais, dira
McGeee, ¢ uma teoria matema-
tica. Assim, aprender aritmética é
aprender uma linguagem aritmé-
tica e aprender uma teoria mate-
matica.

O papel e caracteristicas dessa
teoria matematica sao claras:

[O] que precisamos para
explicar o fato de que as
sentencas aritméticas tém

um valor de verdade de-
terminado é uma teoria
com as seguintes caracte-
risticas: (i) a teoria, junta-
mente com os fatos mate-
maticos, deve determinar
um valor de verdade ex-
clusivo para cada sentencga
aritmética, de tal maneira
que os axiomas aritmeéti-
cos aceitos sejam classifi-
cados como verdadeiros,
e (ii) a teoria deve ser
aprendida por seres hu-
manos.!!

Mas qual seria esta teoria? A
resposta 6bvia - a colecao de to-
das as sentencgas aritméticas vali-
das na estrutura padrao da arit-
meética - € pouco promissora. Isto
porque é dificil sustentar que se-
res humanos aprendam uma teo-
ria que nao seja, ao menos, recur-
siva. Por este motivo, nao é ra-
zoavel supor que a teoria apren-
dida quando se aprende aritmé-
tica € uma teoria de primeira or-
dem T que inclui as sentengas arit-
méticas verdadeiras e segundo a
qual uma sentenca aritmética ¢ é
verdadeira se, e somente, ¢ € con-
sequéncia logica de T. Uma saida
promissora, aponta McGee, pode-
ria ser a logica de segunda ordem

U Tradugao nossa do original: “[W]hat we require to account for the fact that purely arithmetical sentences have a
determinate truth value is a theory with the following two characteristics: (i) the theory, together with the mathematical
facts, must determine a unique truth value for each arithmetical sentence, in such a way that the accepted arithmetical
axioms are classified as true, and (ii) the theory must be learnable by human beings.” (1997; p. 43).
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e, se este fosse o caso, aprender
aritmética seria aprender uma te-
oria: a aritmética de Peano em se-
gunda ordem.

Admitida essa solucao, a de-
terminacao do valor de verdade
das sentencas aritméticas esta es-
clarecido: uma sentenca aritmé-
tica é verdadeira apenas no caso
de ser consequéncia logica da te-
oria e, falsa, apenas no caso de sua
negacao ser consequéncia logica
da teoria. Essa solucao é aceita-
vel? McGee dira que, uma vez que
a aritmética de Peano em segunda
ordem é categoérica e formada ape-
nas por axiomas simples, acres-
cidos do axioma esquema de in-
ducao em segunda ordem, se nao
houver objecoes a logica de se-
gunda ordem, a resposta € sim.

Mas, reconhece McGee, pai-
ram muitas suspeitas sobre a 16-
gica de segunda ordem, o que nos
obriga a nao nos afastarmos dos
recursos da légica de primeira or-
dem. Submetendo-se a tais restri-
coes, McGee propoe que aprende-
mos aritmética através de esque-
mas e com o auxilio de regras de
substituicao.

O que  aprendemos
quando aprendemos um

vocabuldrio matematico
nao ¢ um conjunto fixo
de axiomas de primeira
ordem, mas sim um con-
junto fixo de axiomas de
primeira ordem e esque-
mas de axiomas. A arit-
mética de Peano em pri-
meira ordem, como geral-
mente é apresentada, con-
siste no axioma esquema
de inducdo, que é a ex-
pressao aberta obtida do
axioma de inducao de se-
gunda ordem, excluindo
o quantificador universal
inicial, juntamente com
uma pequena lista de fa-
tos aritméticos rudimen-
tares. Qualquer expressao
(fechada) que pode ser ob-
tida a partir do axioma es-
quema de inducao, subs-
tituindo uma expressao
aberta pela variavel de se-
gunda ordem livre (que,
nesse contexto, € chamada
de wvaridvel esquemadtica),
evitando colisoes de va-
riaveis ligadas e, entao,
prefixando quantificado-
res universais de primeira
ordem, é um axioma de in-

12Tradugao nossa do original: “[W Jhat we learn when we learn a mathematical vocabulary is not a fixed set of first-
order axioms, but rather a fixed set of first-order axioms and axiom schemata. First-order Peano Arithmetic, as usually
presented, consists of the Induction Axiom Schema, which is the open sentence gotten from the Second-order Induc-
tion Axiom by deleting the initial universal quantifier, together with a short list of rudimentary arithmetical facts. Any
(closed) sentence that can be gotten from the Induction Axiom Schema by substituting an open sentence for the free second-
order variable (which, in this context, is called a schematic letter), avoiding collisions of bound variables, then prefixing
universal first-order quantifiers, is an Induction Axiom.” (1997; p. 57).
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dugao.'?

Quanto ao aprendizado

aritmética,

[O] que nos é ensinado
quando aprendemos a lin-
guagem da aritmética sao
os axiomas de Peano, en-
tendidos de modo que po-
demos substituir no axi-
oma esquema de inducao
qualquer sentenca aberta
que nos agrade. Pode-
mos substituir qualquer
expressao aberta do in-
glés. Além disso, se esten-
demos o inglés dos dias
de hoje com vocabulario
adicional, esperamos po-
der ser capazes de substi-
tuir em qualquer expres-
sao aberta do idioma es-
tendido [---]. Nossa com-
preensao da linguagem da
aritmética é tal que ante-
cipamos que 0 axioma es-
quema de indugao, como
as leis da logica, irao per-
sistir em todas essas mu-
dancas. Nao ha um tnico
conjunto de axiomas de
primeira ordem que ex-
presse plenamente o que
aprendemos sobre o sig-
nificado da notacao arit-

da

mética quando aprende-
mos O axioma esquema
de inducgao, ja que sem-
pre somos capazes de ge-
rar novos axiomas de in-
ducao, pela expansao do
idioma.!3

Com as passagens acima, pa-
rece claro que McGee advoga que
ao aprendermos aritmética, esta-
mos aprendendo axiomas de pri-
meira ordem e uma “regra” de li-
vre instanciacao de um esquema
de indugao. Esta regra seria po-
derosa o suficiente para a fixa-
¢ao, a menos de isomorfismos, do
referente dos termos aritméticos.
Além disso, o aprendizado dessa
regra nao estaria sujeito as princi-
pais objecoes da logica de segunda
ordem.

Concordamos integralmente
com a posicao de McGee acerca
da impossibilidade de fixagao, a
menos de isomorfismo, do refe-
rente dos termos aritméticos. Adi-
cionalmente, endossamos sua vi-
sao de que a impossibilidade de
fixacao do referente nao impede
que sentencas aritméticas tenham
valor de verdade determinado e,
principalmente, que o valor de
verdade das sentencas aritméti-
cas deve ser fixado pela pratica,

13Tradugao nossa do original: “Rationally reconstructed, what we are taught when we learn the language of arith-
metic is the Peano axioms, so understood that we can substitute into the Induction Axiom Schema any open sentence we
like. We can substitute any open sentence of English. Moreover, if we extend present-day English by adjoining additional
vocabulary, we expect to be able to substitute in any open sentence of the extended language (...) (1997; p. 58).
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em harmonia com o modo pelo
qual aprendemos aritmética. En-
tretanto, vemos com ressalvas a
solucao por ele indicada e acre-
ditamos que proposta de Freire
(2018), fundada nos principios
diretivos, fornece uma resposta
muito mais natural ao problema
da fixacao do valor de verdade.

De fato, nao nos parece fun-
dado na pratica que, ao aprender-
mos aritmética, estamos apren-
dendo os axiomas de Peano e que os
entendemos de tal maneira que um
esquema de indugao pode ser ins-
tanciado por qualquer sentenca
que nos agrade, quer seja do léxico
atual, quer seja de qualquer ex-
tensao do léxico atual. O préprio
McGee reconhece a falta de cone-
xao entre sua proposta de apren-
dizado da linguagem aritmética
e os processos educacionais se-
gundo os quais se aprende, desde
a tenra idade, aritmética.

Enquanto psicologia do
desenvolvimento, a his-
toria [que foi contada]
tem pouca plausibilidade,
uma vez que, de fato,
ser treinado para afir-
mar e concordar com fra-

xas desempenha pouco ou
nenhum papel na aqui-
sicao, por criangas, do
vocabuldrio matematico.
[O que] descrevemos [foi]
um processo através do
qual o vocabulario ma-
tematico é adquirido por
uma idealizacao realista
de um aprendiz da lin-
guagem, alguém que exe-
cuta o mesmo tipo de ati-
vidade mental que exe-
cutamos, mas as realiza
sem falhas e incansavel-
mente. Para que se ob-
tenha sucesso na resolu-
¢ao de nosso problema fi-
losofico, nao é requerido
que o processo que descre-
vemos espelhe o processo
pelo qual uma crianga real
aprende o vocabulario; é
apenas requerido que o
processo nao requeira ha-
bilidades mentais que se-
jam de tipos diferentes da-
quelas realmente observa-
das em salas de aula.!*

Em sua defesa, McGee argu-
menta que suas preocupagoes nao

sao de natureza pedagobgica mas,

ses matematicas comple- sim, filosoficas; em especial, ele

14Traducao nossa do original: “As developmental psychology, the story we are about to tell has little plausibility, since,
as a matter of fact, being trained to assert and assent to complex mathematical sentences plays little if any role in children’s
acquisition of mathematical vocabulary. [...] We describe a process by which mathematical vocabulary is acquired by a
realist’s idealization of a language learner, one who carries out the same sorts of mental activities we carry out but performs
them tirelessly and flawlessly. For the account to succeed in solving our philosophical problem, it is not required that the
process we describe resemble the process by which real-life children learn the vocabulary; it is only required that the process
not require mental abilities that are different in kind from those observed in actual classrooms.” (1997; p. 41-42).
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tem interesse em entender como
seres com nossas capacidades cog-
nitivas sao capazes de entrar em
contato com o universo realista.
Ademais, se sua proposta resolve
um problema filos6fico acerca da
aquisicao da linguagem, nao ha
razOes para supor que problemas
pedagogicos, relativos ao modo
segundo o qual criangas apren-
dem a linguagem aritmética, serao
contemplados pela elucidagao fi-
losofica. Por fim, ele argumentara
que, se ha um descompasso entre
a proposta e o processo de apren-
dizagem, este descompasso € es-
perado e ocorre sempre que se faz
uma reconstrucgao racional de pro-
cessos complexos.

Concordamos com McGee que
solucoes a problemas filosoficos
nao necessariamente apresentam
consequeéncias, ou podem ser es-
tendidos, para a pedagogia ou ou-
tras areas do conhecimento hu-
mano. Também endossamos a tese
de que reconstrugoes racionais de
processos complexos e dinamicos
apresentam distor¢oes em relagao
a criacao e desenvolvimento dos
processos. Mas consideramos que
sua hipotese do aprendizado da
aritmeética envolver o aprendizado
de axiomas e um esquema que
pode ser livremente instanciado,
no léxico presente e futuro, é de-
veras artificial. Adicionalmente,
acreditamos que a adogao de um
quadro normativo para a aritmé-

tica, governado pelos principios
diretivos elencados, fornece uma
solucao mais crivel para a recons-
trucao racional da aquisicao da
linguagem aritmética. Realmente,
nos parece muito mais razoavel
sustentar que criangas, quando
expostas a aritmética, entram em
contato com um sistema notacio-
nal regido pelos principios em vez
do quadro proposto por McGee.

Isto porque parece-nos razoa-
vel considerar que, quando apren-
dermos aritmética, o que quer que
aprendamos sobre os numeros ¢
aprendido através de um sistema
notacional. Nao somos apresenta-
dos a numeros destituidos de no-
tacao; nimeros sao representados
por numerais e, quanto a mani-
pulacao numérica, aprendemos a
manipular nameros ao aprender-
mos a manipulacao da linguagem
notacional. Afinal, quando a soma
de nimeros é aprendida? Quando
é aprendido o algoritmo de trans-
formacao de notagdes correspon-
dente a soma. O mesmo ocorre
para a multiplicagdao: aprender a
multiplicar nameros é aprender
o algoritmo da multiplicagao dos
numerais. Uma vez aprendido o
sistema notacional, a comutativi-
dade da soma e da multiplicagao
sao consequéncias naturais dessas
operacgoes, nao consequéncias de
instanciagoes do esquema de in-
ducao em alguma extensao da lin-
guagem aritmética.
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Julgamos que, ao supormos
que o aprendizado de um sis-
tema notacional regido pelos prin-
cipios diretivos da aritmética é o
vetor do aprendizado aritmético,
nos aproximamos dos processos
cognitivos e pedagogicos reais de
aprendizado da aritmética. Além
disso, pensamos que esta mesma
suposi¢ao fornece uma solugao ao
problema de fixacao do referente
dos termos aritméticos de modo
mais plausivel que aquela ofere-
cida por McGee. De fato, para
fixacao do valor de verdade das
sentencas aritméticas McGee fixa
o referente de termos aritméticos
e, para realizar isto a menos de
isomorfismos e sem recorrer a 16-
gica de segunda ordem, considera
um esquema segundo o qual livres
instanciagoes em expansoes ilimi-
tadas da linguagem sao permiti-
das.

A analise desenvolvida na se-
cao anterior revela que a pro-
posta aqui analisada demanda por
muito menos recursos. Em vez
de aprendermos axiomas e um es-
quema de inducao que admite ins-
tanciagoes misteriosas, aprende-
mos um sistema notacional muito
simples e logica de primeira or-
dem, acrescida de disjunc¢ao enu-
meravel - nao parece crivel que
disjun¢oes enumeraveis sao mais
problematicas do que quaisquer
instanciagoes que nos agrade em
quaisquer extensoes do léxico

atual ou futuro.

3.2 - Haim Gaifman, em Non-
Standard Models in a Broader
Perspective

Gaifman defende que os modelos
nao padrao da aritmética e da teo-
ria de conjuntos sao fontes genui-
nas de interesse filosofico e ma-
tematico. Do ponto de vista ma-
tematico, sustenta - e concorda-
mos - que os modelos nao padrao
sao estruturas matematicas inte-
ressantes em si mesmas e objetos
legitimos de estudo, além de pos-
suirem diversas aplicagoes. Estas
aplicagoes ocorrem, por exemplo,
quando tais modelos sao empre-
gados no estudo de sistemas de-
dutivos, quando motivam a ana-
lise nao padrao de Robinson e
quando atuam como guias heuris-
ticos para investigagoes acerca do
infinito.

Do prisma filoséfico, Gaifman
reconhece que Skolem - quem in-
troduziu modelos nao padrao nas
disciplinas matematicas - obteve
diferentes conclusoes conceituais
a partir desses modelos: enquanto
os modelos nao padrao da aritmé-
tica sao uma evidéncia da limita-
cao dos sistemas formais de pri-
meira ordem em capturar o mo-
delo pretendido, os modelos nao
padrao da teoria de conjuntos for-
necem suporte a uma posi¢ao cé-
tica acerca de conjuntos nao enu-
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meraveis. A despeito do reco-
nhecimento da posicao de Sko-
lem, Gaifman defende que mo-
delos nao padrao nao podem ser
empregados para fomentar ceti-
cismos quanto ao realismo. Esta
postura é adotada em oposi¢ao ao
argumento de Putnam (1980), se-
gundo o qual o realismo € posto
em dificuldades quando confron-
tado com modelos nao padrao da
teoria de conjuntos. O foco da
presente analise nao é a critica
de Gaifman ao Putnam mas, sim,
algo que a precede: a caracteri-
zacao de modelo padrao oferecida
pelo primeiro.

ApoOs uma breve digressao his-
torica, em que analisa desenvolvi-
mentos em aritmética, no conceito
de funcao e em geometria, Gaif-
man identifica trés nocgoes para
os quais haveria uma interpreta-
cao pretendida: a sucessao numeé-
rica, a nocao de boa ordenacao e
o conceito de conjunto construti-
vel. Ele, entao, procura respon-
der a seguinte questao: Qual, se al-
gum dentre alguns modelos dados, é
o modelo padrao?*>

O modelo pretendido da su-
cessao numeérica é o modelo pa-
drao da aritmética e Gaifman de-
fende, com inspiracao no trabalho
de McGee acima discutido e numa
condicao de minimalidade, a se-
guinte caracterizagao:

[O modelo padrao] é o
menor modelo, incluido
como um segmento inicial
em qualquer outro mo-
delo. Se um determinado
modelo é nao padrao, isso
sera revelado por um seg-
mento inicial apropriado
que é fechado sob a fungao
sucessor. Formalmente, a
caracterizagao € expressa
pelo esquema indutivo:

(1) P(0) AVx [N(x) -
(P(x) > P(x+ 1))] N

Vx(N(x) - P(x)),

sendo que ‘N(x) repre-
senta ‘x é um numero
natural’ e ‘P(:)" repre-
senta qualquer predicado.
Qualquer férmula bem
formada da linguagem em
uso pode ser um substi-
tuto para ‘P(-)’. O con-
ceito de sequéncia de nu-
meros naturais, contudo,
nao é dependente da lin-
guagem. ... [para eliminar
a dependéncia] o esquema
indutivo deve ser enten-
dido como o metacompro-
metimento: ([I) Qual-
quer predicado nao vago,
em qualquer idioma, pode

15Tradugao nossa do original: “Which, if any, of some given models, is the standard one?” (2003; p. 15).
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ser substituido por ‘P(-)
em (I).'°

Para Gaifman, o modo como
este metacomprometimento deve
ser assumido ¢ sintetizada pelo
slogan: (Como Vann McGee diz,) se
o proprio Deus criar um novo predi-
cado, entao esse predicado pode ser
substituido por P.”!7 Nao endossa-
mos a proposta de Gaifman e isso
nao se deve apenas ao seu endosso
as ideias de McGee.

A proposta de adogao de um
critério de minimalidade para a fi-
xacao do modelo padrao nao nos
parece razoavel pois, como o pro-
prio Gaifman aponta, a existéncia
de modelos nao padrao é um feno-
meno recente na histéria da ma-
tematica - apresentados por Sko-
lem em 1934 para a aritmética e
em 1922 para a teoria de conjun-
tos. Concordamos com Skolem
que modelos nao padrao da arit-
mética evidenciam uma limitacao
dos sistemas formais de primeira
ordem e, consequentemente, nao
nos parece crivel sedimentar o
modelo padrao enquanto o menor
modelo. Isto porque, se os mode-

los nao padrao sao manifestacoes
de sistemas formais de primeira
ordem, nos parece que carece de
sentido considerar todos os mo-
delos nao padrao desses sistemas
formais para, entao, fixar aquele
que é segmento inicial de todos es-
ses modelos e identifica-lo como
a interpretacao pretendida do dis-
curso aritmeético padrao praticado
por Diofanto, Gauss, Fermat, etc.

Outra critica a abordagem de
Gaifman € que o tratamento por
ele oferecido nao é uniforme. Por
exemplo, ao analisar o conceito
de boa ordenacao, a interpreta-
cao pretendida é dada pela classe
de todos os conjuntos ‘verdadeira-
mente’ bem ordenados. Gaifman
entende que boa ordenagao é uma
generalizacao natural do esquema
(I) citado acima, com a condicao
do predicado N (x) ser substituido
por Ord(x), em que Ord(x) ex-
pressa que “x é ordinal”. Disto,
e do fato que todo conjunto bem
ordenado é isomorfo a um unico
segmento inicial da classe dos or-
dinais, ele propoe que essa classe
seja a interpretacao pretendida da

16Tradugao nossa do original: “[The stantard model] is the smallest model, included as an initial segment in any
other model. If a given model is non-standard, then this will be revealed by a proper initial segment that is closed un-
der the successor function. Formally, the characterization is expressed by the inductive scheme: (I) P(0) A Vx(N(x) —
(P(x) = P(x+1))) - Vx (N(x) = P(x)) where ‘N(x)" stands for ‘x is a natural number’, and where ‘P(-)" stands
for any predicate. Any wff of the language we are using can be substituted for P(-) The concept of the sequence of
natural numbers is, however, not language dependent. The absoluteness of the concept can be secured, if we help
ourselves to the full (standard) power set of some given infinite set; for then we can treat ‘P’ as a variable ranging
over that power set. [...] The inductive scheme should be therefore interpreted as an open ended meta-commitment:
(II) Any non-vague predicate, in whatever language, can be substituted for ‘P(-)" in (I).” (2003; p. 15-16)

17Tradugao nossa do original: “As Vann McGee expresses it, if God himself creates a new predicate, then this predicate
can be substituted for ‘P".” (2003; p. 15).
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nocao de boa ordem. Essa solucao
aponta para a adogao de um crité-
rio de maximalidade para a fixa-
cao do modelo padrao da nogao de
boa ordem.

Sem prejuizo a outras criticas
que possam ser feitas, propor a fi-
xacao do modelo padrao de no-
¢oes matematicas a partir de cri-
térios que oscilam entre maxima-
lidade e minimalidade nao parece
uma boa pratica, e pode ser con-
fundido com a nao adocao de cri-
térios objetivos.

Quanto a teoria de conjuntos,
Gaifman sustenta que se a inter-
pretacao padrao da boa ordem por
ele formulada é aceita, entao qual-
quer construgao indutiva baseada
na boa ordem padrao deve ser
vista como bem delimitada e nao
ambigua. Desse modo a classe L
dos construtiveis, que é obtida a
partir dessas premissas, € a inter-
pretacao pretendida do conceito
de conjunto construtivel. Gaif-
man reconhece a debilidade dessa
posicao e, em sua defesa, apela aos
numeros naturais:

O argumento baseia-se
apenas na plausibilidade
de uma construcgao trans-
finita, percorrendo todos
os ordinais, onde cada es-

tagio nao é problematico.
No entanto, a sugestao é
atraente e é reforcada pela
observacao de que nao
existem resultados de in-
dependéncia conhecidos
para L, do tipo que pro-
liferou na teoria dos con-
juntos nos ultimos qua-
renta anos. L parece a este
respeito mais como os nu-
meros naturais.!®

Nao concordamos com a pre-
missa de Gaifman, pois julgamos
que a interpretacao padrao da no-
cao de boa ordem é passivel de
criticas. Adicionalmente, ao com-
parar os conjuntos construtiveis
com os numeros naturais, Gaif-
man volta a adotar um critério de
minimalidade. Por fim, a supo-
sicao de um modelo pretendido
para os construtiveis nao parece
encontrar respaldo na histéria da
disciplina.

Se aceitamos que, além da
aritmética, outras disciplinas ma-
tematicas possuem uma interpre-
tacao privilegiada, entao um mé-
todo que seja aplicado uniforme-
mente as diversas disciplinas ma-
tematicas é preferivel as estraté-
gias que tenham escopo de apli-
cagao particular. Se esta pos-

18Traducao nossa do original: “The argument rests solely on the plausibility of a transfinite construction, running
through all ordinals, where each stage is non-problematic. Yet the suggestion is appealing and it is reinforced by the obser-
vation that there are no known independence results for L, of the kind that have proliferated in set theory in the last forty
years. L seems in this respect more like the natural numbers.” (2003; p. 17).
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tura é endossada, entao defende-
mos que, se a fundamentacao nor-
mativa para a verdade adotada
no caso aritmético for estendida
para outras disciplinas matema-
ticas, entao o método de fixacao
do modelo padrao empregado no
caso aritmético pode ser estendido
a outras disciplinas que tenham
modelos pretendidos. Este, de
fato, € o caso como a teoria de
conjuntos, cujos resultados obti-
dos em Freire (2018) sao harmo-
nicos com a analise aqui desenvol-
vida para a aritmética.

3.3 - Geoffrey Hellman, em
Mathematics Without Numbers

Hellman (1993) vé a matematica
como a livre exploragao de possibi-
lidades estruturais, perseguidas por
meios dedutivos (mais ou menos) ri-
gorosos.'” Essa posicao é alinhada
ao estruturalismo, escola em filo-
sofia da matematica para a qual o
elemento central das teorias ma-
tematicas sao as relacoes entre os
objetos matematicos, e nao a na-
tureza interna desses objetos. O
endosso ao estruturalismo conduz
ao entendimento de que, em arit-
meética, o que importa sao as rela-
coes estruturais entre os itens de
uma progressao arbitraria, e nao a
identidade individual.

Para Hellman, o estudo dos
numeros naturais é um ponto de
partida legitimo para analises es-
truturais. Uma razao para isso é
o fato dos numeros estarem bas-
tante enraigados na pratica e pen-
samento matematicos. Outra ra-
zao é o entendimento de que o
estudo dos numeros € genuina-
mente estrutural, no sentido que
estudar nameros é estudar as re-
lagoes dos elementos presentes em
w-sequéncias arbitrarias.

Tradicionalmente, o ambiente
natural de articulacao das analises
estruturais é a teoria de conjun-
tos. Entretanto, Hellman defende
que este paradigma seja abando-
nado e uma nova dire¢ao seja se-
guida. Isto porque o paradigma
tradicional torna a aritmética de-
pendente da teoria de conjuntos
em um nivel que, do ponto de
vista matematico, seria desejavel
evitar. Além disto, é salutar evitar
que problemas presentes na teoria
de conjuntos contaminem a arit-
meética.

Segundo o estruturalismo
professado por Hellman, uma
sentenca aritmética verdadeira ex-
pressa nao algo que € o caso em
alguma estrutura infinita de um
certo tipo mas, sim, 0 que seria
o caso em qualquer estrutura de
tipo apropriado que pudesse exis-

19Traducao nossa do original: Mathematics is the free exploration of structural possibilities, pursued by (more or less)

rigorous deductive means. (1993; p. 6).

86 Revista de Filosofia Moderna e Contempordnea, Brasilia, v.6, n.2, dez. 2018, p. 57-94

ISSN: 2317-9570



ANALISE DE UMA FUNDAMENTACAO DA VERDADE DE SENTENCAS ARITMETICAS

tir. Isto, contudo, sem que se com-
prometa com a existéncia de tal
estrutura (ou classe estruturas).
Esta postura exime Hellman de
se comprometer com a existéncia
de objetos abstratos. Em particu-
lar, nao ha o comprometimento
com a existéncia de estruturas de
um certo tipo, embora haja o com-
promisso com a possibilidade 16-
gica de existéncia de estruturas de
tipo apropriado. Uma vez que ha
apenas o comprometimento com a
possibilidade de existéncia de es-
truturas, esta posicao é conhecida
estruturalismo modal.

Visando a articulacao da arit-
meética dentro dessa visao estru-
turalista e original, Hellman ini-
cialmente fornece um padrao de
traducao (estrutural modal) para
a aritmética com o intuito de eli-
minar toda referéncia literal aos
numeros. Em seguida, organiza
0s pressupostos por tras do pa-
drao de tradugao para, entao, de-
fender a adequagao de sua pro-
posta com relacao a pratica mate-
matica.’’ Por fim, seguindo o en-
redo estabelecido para a aritmé-
tica, Hellman estende sua visao
estruturalista da matematica para
a analise real e a teoria de conjun-
tos.

Concentraremos nossos coO-

mentarios na primeira dessas eta-
pas, o estabelecimento do pa-
drao de traducao estrutural mo-
dal das sentencas aritméticas. A
razao para isso é simples: julga-
mos que as exigéncias que devem
ser cumpridas para o estabeleci-
mento da interpretacao almejada
sao um prec¢o muito alto a ser pago
pelo nao comprometimento onto-
logico, e seguimos Hellman em
(1993;§1,8§2) e (2005; §1, §5) para
explicar o porqué.

Quando ¢ é uma sentenga
aritmética, Hellman procura por
um padrao de tradugao que asso-
cie ¢ a um contrafactual da forma:

(A) Se X fosse qualquer w-
sequencia, entao ¢ seria
o caso em X.

O padrao de tradugao a ser
estabelecido e que associa ¢ ao
contrafactual (A) deve ser munido
das seguintes caracteristicas: (i)
respeitar a objetividade da ver-
dade das sentencas aritméticas e
(ii) evitar quantificagoes sobre es-
truturas e mundos possiveis - e,
consequentemente, evitar o com-
prometimento com a existéncia de
objetos abstratos. A condigao (i)
é satisfeita pela adocao de restri-
¢oes oriundas da matematica, que
constituem o componente catego-

20A coordenacgdo dos pressupostos subjacentes a interpretacio abarca dois argumentos, um externo ao estru-
turalismo modal e outro, mais complexo, interno ao estruturalismo. A adequacao da proposta para a pratica é
estabelecida pela descricdo da forma como demonstracoes aritméticas sao recuperadas dentro do estruturalismo

modal.
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rico do padrao de traducao. Res-
tricoes na logica subjacente forne-
cem as garantias exigidas por (ii) e
constituem o componente hipoté-
tico do padrao de tradugao.

A linguagem formal na qual o
padrao de tradugao é forjado em-
prega um operador primitivo de
necessidade modal 0. Esta lingua-
gem nao esta comprometida com a
semantica de mundos possiveis e
nela a formalizacao do contrafac-
tual (A) é dada por

(A) OovX (X é uma w-sequeéncia
— @ € 0 caso em X),

no qual a nogao de possibilidade
expressa por O € codificada pelo
sistema modal Ss.

Para que a proposta logre su-
cesso é preciso formalizar as no-
¢oes de w-sequéncia e satisfatibi-
lidade na linguagem do padrao de
traducao. O modo canonico de
fazé-lo é via teoria de conjuntos,
mas Hellman rejeita essa estraté-
gia pois isso reduziria seu pro-
grama estruturalista a um frag-
mento das teorias de conjuntos
modais. A alternativa por ele ado-
tada é considerar que algumas no-
¢oes de ordem superior serao ne-
cessarias, o que remete ao em-
prego de uma linguagem de se-
gunda ordem.

De posse de uma logica de se-
gunda ordem modal, Hellman se
opoe a formalizacao usual de “@
é verdadeira” como 0O(T, — @),

que expressa “é necessario que @
seja consequeéncia logica de T,”,
em que T, é a conjunc¢ao dos axi-
omas da aritmética de Peano em
segunda ordem. Isto porque Hell-
man nao endossa a forma como
os simbolos nao légicos da lingua-
gem de T, sao interpretados na 16-
gica modal. O caminho por ele se-
guido é via a quantifica¢ao sobre
relacoes: se s € o uUnico simbolo
nao légico da linguagem de T, en-
tao “@ é verdadeira” deve ser for-
malizada por

v f (T, = ) [s/f1,

em que f é uma variavel de re-
lagao binaria e [s/f] indica que f
substitui toda ocorréncia do sim-
bolo nao logico s. A expressao
acima é uma sentenga que corres-
ponde a asser¢cao metamatematica
de que ¢ é consequeéncia logica
dos axiomas de T,.

Hellman destaca que a sen-
tenca acima implica questiona-
mentos sobre os dominios das es-
truturas envolvidas no estabeleci-
mento da consequéncia logica. Es-
tes questionamentos sao dirimi-
dos pela quantificagao sobre tais
dominios, resultando em

aVXVF(T, — @) [s/f]

Se ¢ € uma sentenca da arit-
meética de primeira ordem, as
operacoes de soma e multiplica-
cao devem ser definidas de modo
usual - por recursao a partir dos
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axiomas de Peano em segunda or-
dem - e as sentengas que definem
essas operacoes sao acrescidas aos
axiomas de T,, resultando em T3.
Com isso, o padrao de tradugao
(estrutural modal) proposto por
Hellman para sentencgas ¢ da arit-
meética de primeira ordem é
b'¢
(B) OYXYfYgVh (TS — @),
em que g e h sao variaveis de re-
lacao ternarias e todas as ocorrén-
cias de s, + e x sao substituidas
por, respectivamente, f, g e h.

O esquema (B) acima corres-
ponde ao componente hipotético
da interpretagao estrutural mo-
dal defendida por Hellman e ex-
pressa apenas o conteudo estrutu-
ral modal das sentencas aritmeéti-
cas. Mas, como reconhece Hell-
man (1993), ha muito mais na pra-
tica da matemadtica do que a mera
declaracao de sentengas. Existe a
prdtica de provar teoremas®! e esse
“muito mais” deve ser capturado
pelo componente categorico.

Este altimo componente ga-
rante a possibilidade de existéncia
de alguma w-sequéncia através do
axioma

oAXAf(T,)" [/

Entretanto, enquanto Hellman se
compromete com a possibilidade
de existéncia de uma w-sequéncia,

ele prefere ser neutro quanto a
existéncia de algo que possivel-
mente seja uma w-sequéncia. Para
que este seja o caso a formula de
Barcan deve ser bloqueada. Isto
porque, caso contrario, nao ha im-
pedimentos a inferéncia de 3X (X
é uma w-sequéncia) a partir de
©¢1X(X é uma w-sequéncia).

Além da férmula de Barcan,
o componente categOrico exige
um cuidado adicional com o em-
prego da logica de base: o axi-
oma da compreensao da logica de
segunda ordem deve ser instan-
ciado, unicamente, por férmulas
Y(xq,...,x,) em que nao ha ocor-
réncia de operadores modais. O
esquema de compreensao, em que
R nao ocorre em @, é formulado
do seguinte modo:

©dRVx;....Vx,, (R(xl,...,xn) — gb).

Adicionalmente, sao incorpo-
rados a logica subjacente ao pa-
drao de traducao alguns elemen-
tos mereoldgicos, que por sua vez
conduzem a uma reformulacao do
esquema de compreensao restrito
descrito acima. Mas nao precisa-
mos entrar nesses detalhes. O que
apresentamos até o momento € su-
ficiente para o ponto ao qual que-
remos chamar a atencao.

Consideramos extremamente
feliz o movimento de Hellman em

21Traducdo nossa do original: “But there is much more to mathematical practice than the mere utterance of sentences.
There is the deductive practice of theorem proving.” (1993; p. 10).
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direcao a posicao filosofica que
endossa a objetividade do valor
de verdade das proposicoes arit-
méticas sem, em contrapartida,
requerer a existéncia de objetos
abstratos para fixar o valor de
verdade das proposi¢oes. Entre-
tanto, discordamos dele com rela-
¢ao ao assunto ao qual a aritmé-
tica corresponde. Enquanto Hell-
man vé a aritmética como estudo
de relacdes que ocorrem no inte-
rior de possiveis estruturas arbi-
trarias, para as quais sO é ofere-
cida a possibilidade l6gica de exis-
téncia, vemos o assunto aritmética
como a atividade performada em
obediéncia aos principios direti-
vos. Uma caracteristica marcante
da analise desenvolvida por Hell-
man no contexto aritmético é sua
direta adaptagao para outros ra-
mos da matematica, em especial
a analise real e a teoria de con-
juntos. Uma critica a proposta
de Hellman é a falta de clareza
quanto em qual medida, se em
alguma, a nocao de possibilidade
presente no trabalho de Hellman é
vantajosa, para a aritmética e ana-
lise, em comparagao aquela pre-
sente no estruturalismo que en-
dossa o realismo de estruturas.

Mesmo que Hellman obtenha
sucesso e sua proposta se revele
superior as outras tradigoes estru-
turalistas, se o custo de fixacao
da verdade de sentencas da arit-
meética, de modo objetivo e nao

comprometida com o realismo, é
a adocao de uma estratégia esco-
rada em logica de segunda ordem
acrescida tanto do aparato modal
S5 sem féormula de Barcan quanto
de cuidados especiais no emprego
do axioma esquema da compre-
ensao, além de elementos de cu-
nho mereologicos e axiomas de Pe-
ano em segunda ordem, entao so-
mos bastante reticentes em aceitar
a posic¢ao defendida por Hellman.

Estamos convencidos que o
quadro normativo viabiliza a fixa-
cao do valor de verdade das sen-
tencas aritméticas, de modo muito
mais natural e sem o comprome-
timento com objetos abstratos, do
que o oferecido por Hellman. Para
a logica de base basta uma lin-
guagem infinitaria que, de acordo
com as métricas expostas na se-
cao anterior, é bastante proxima
da linguagem de primeira ordem.
Em vez de elementos categoricos
que impoem condigoes artificiais
sobre a logica de base, sao con-
siderados principios diretivos que
sao harmonicos com a historia da
aritmética, sao de natureza algo-
ritmica e facilmente aprendidos,
além de todas as demais caracte-
risticas elencadas nas secoes ante-
riores.

4. Consideracoes finais

Este trabalho consiste em uma
analise, para a aritmética, da pro-
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posta presente em Freire (2018)
e também abordada por Ramos
e Freire neste volume da Revista
de Filosofia Moderna e Contem-
poranea. Tal proposta contem-
pla o problema da fixacao do va-
lor de verdade de sentencas de
disciplinas matematicas interpre-
tadas e advoga que as condigoes
de verdade das sentencas aritmé-
ticas sao determinadas por um es-
quema em dupla camada. Uma
das camadas é composta pelos
principios diretivos e, a outra, por
sistemas formais.

Neste artigo os principios di-
retivos foram submetidos a rigo-
roso escrutinio, o que redundou
em uma caracterizacao do modelo
padrao para aritmética (através da
nocao de conformidade aos prin-
cipios). A analise também re-
velou que é factivel adotar tais
principios diretivos para a fixagao
do modelo padrao e que a ferra-
menta logica que viabiliza a ana-
lise da verdade aritmética a partir
dos principios requer recursos lin-
guisticos, semanticos e matemati-
cos muito modestos.

Uma vez verificada a viabi-
lidade de fixacao da verdade de
sentengas aritméticas via princi-
pios diretivos, foram delineadas
trés propostas bastante populares
na filosofia da matematica con-
temporanea. Isso permitiu ao au-
tor do presente trabalho apresen-
tar, por contraste, algumas de suas

impressoes acerca da proposta de
Freire (2018) e, principalmente,
explicitar premissas e comprome-
timentos assumidos por cada uma
das propostas. O resultado dessa
comparagao é bastante favoravel
a proposta de cunho normativo e
fundada em principios diretivos.

Ha ao menos dois modos na-
turais de aprofundar a analise
da verdade presente neste tra-
balho. Uma delas diz respeito
a compatibilizacao entre o qua-
dro normativo para a aritmética
e uma posicao estruturalista mo-
dal. Um ponto de partida para
analise dessa possivel compatibi-
lizagao pode ser descrito do se-
guinte modo: se, 4 la Hellman,
a avaliacao da verdade de sen-
tencas aritméticas deve ser con-
sequéncia de um padrao de tradu-
cao da sentenca com relacao a to-
das as estruturas possiveis, entao
os principios diretivos podem ser
vistos como um critério que sele-
ciona, dentre todas as estruturas
possiveis, aquelas que sao as es-
truturas aritméticas apropriadas -
as estruturas que se conformam
aos principios. Outra abordagem,
certamente interessante e filosofi-
camente relevante, é a investiga-
cao rigorosa dos componentes do
pressuposto adotado na investiga-
cao das condicoes de verdade em
aritmética. Em particular, uma
analise minuciosa e criteriosa da
nocao de principio diretivo. Uma
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tal investigacao se faz necessaria
porque, embora a literatura de-
dicada a discussao e classifica-
¢ao de normas seja extensa, nao
dispomos de uma caracterizagao
dessa nocao que seja harmonica
com o quadro geral das investiga-
¢Oes aqui apresentadas. O supri-
mento de tal demanda, no ambito

aritmético, tem potencial para ser-
vir de base para a investigacao da
nocao de principio diretivo para
disciplinas matematicas interpre-
tadas em geral.

Esses topicos, filosoficamente
intrigantes e intelectualmente de-
safiadores, sao temas para traba-
lhos vindouros.
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