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I. INTRODUGCAO

As notas presentes tiveram origem em uma proposta
da Sociedade Brasileira de Fisica (SBF) visando forne-
cer a estudantes no inicio do Curso de Fisica (terceiro
ou quarto semestre letivo) os elementos que julgasse eu
necessarios para uma introdugao a Mecanica Quantica.

Entre as varias opgoes que poderia ter escolhido, mui-
tas ji se encontram em textos do Curso Bésico (em
geral o quarto volume das cole¢oes mais usadas). As-
sim, optamos por uma formulacao baseada na estru-
tura algébrica que se encontra presente tanto na for-
mulacao da Mecanica Classica como na formulagao da
Teoria Quantica. Para atingir esse objetivo resolvemos
apresentar como partes iniciais do minicurso a Mecénica
Cléassica Lagrangiana, Hamiltoniana e de Poisson para
em seguida introduzirmos o conceito de dlgebra de Lie
tendo os Paréntesis de Poisson como operacao de Lie.
As transformacoes candnicas sao entao tratadas dentro
deste contexto, seguindo a apresentacdo com definigoes
de interesse para a Teoria Quantica como, por exemplo,
espaco de Hilbert, operadores lineares, equagao de auto-
valor. Tendo elementos bésicos, a Mecanica Quantica é
entao introduzida por intermédio do chamado Problema
de Heisenberg cuja solugao foi apresentada por John Von
Neumann em duas etapas: a cinemadtica e a dindmica.
Tendo a solucao do Problema de Heisenberg, fazemos a
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ligagao com a formulagao usual em termos da Equagao
de Schrodinger dependente e independente do tempo. As
notas sdo concluidas com um exemplo simples e a dis-
cussao geral do processo de quantizacao realcando a es-
trutura algébrica com o comutador ou produto de Dirac
como operagao dessa algebra.

II. FORMUL@(}AO LAGRANGIANA DA
MECANICA CLASSICA

A. Vetores base para coordenadas generalizadas

Coordenadas cilindricas e esféricas sao dois exemplos
de coordenadas generalizadas g1, g2, g3 em termos dos
quais pode-se descrever o movimento de uma particula.
Assim, para coordenadas esféricas, tem-se:

q =T, QQ:97 q3 = ¢.

O processo usado na analise de coordenadas esféricas
e cilindricas é em geral aplicdvel a qualquer conjunto de
coordenadas. Entao se,

Z = Z(qla q2, QS)7

(1)
forem as equacoes relacionando as coordenadas cartesi-
anas as coordenadas generalizadas q1, g2, g3, 0 vector
posicao r podera ser escrito como:

x:x(Q15Q27Q3)7 y:y(qhq%%’))a

r= x(qh q2, CIS)i + y(Q17 q2, QS)j + Z(qh q2, QS)k7 (2)
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e os vetores base apropriados para as coordenadas gene-
ralizadas q1, q2, g3 sdo definidos por:

or or
b = — = hieq, com hy = |—|, 3a
LT oq e ' oq (3)
or or
by=—=~nh ho = | — b
2 942 2€3, com g 94z ) (3 )
or or
3 D43 3€3, com hg 9gs (3c)

Observe que by, by e by nao sdo vetores unitarios; os
vetores e; o sao. Com os vetores by, bs e bs, entretanto,
obtém-se resultados mais concisos do que com o uso dos
e; (1=1,2,3). Em termos de suas componentes cartesi-
anas, os vetores base b; sao especificados por:

dr, Oy. Oz

3% b 8%'] * 0¢;

o\ 2 dy 2 0z \?
*“—V(aqi) (@) + (&)

Esses vetores base b; geralmente nao sao mutuamente
ortogonais. Eles necessitam, entretanto, ser nao coplana-
res, ou seja:

b; = k (4)

com

dxr Oy 9z
a(11 aql 8Q1
_ |9z 9y 0z
bi-ba by = 992 0g2 Ogo 70 )
Or Oy 0z
dqz 0qz Oqgs

Esse determinante é conhecido como Jacobiano das co-
ordenadas x,y,z com relacao as coordenadas qi, ¢z, g3-
Assim a relagao pode ser expressa como:

Or Oy Oz
a(11 oq 6Q1

O,y,2) _|ox Oy 0z

_O\nY 2 _ 0 ;
9(q1,92,93) dqx 0qs Oqo a (6)
Or Oy Oz
aQS 3(]3 3q3

que é também a condigao necessaria e suficiente para que
se obtenha de as coordenadas generalizadas q1, g2, q3
como fungdes das coordenadas cartesianas (x,y, z), i.e

q3 = q3(x7ya Z)

(7)

Deve-se notar que as coordenadas generalizadas

q1,q2,q3 sao coordenadas independentes, o que resulta
em

q1 ZQ1(I7?J,Z)7 q2 ZQ2(1’7%Z)7

dq;

s
8qj‘ J

@, segue que

00 02 _,
0z 0g; Y

E considerando as relagoes e

9q; _ 9q; Oz
0q; Oz 0q;

o0, oy
Oy 0q;

ou ainda,

J¢; 0q;,  0gq;,  Og; Ox dy ., 0z
- k) ( iy Y54 Px) =g,
9q; <3w1+ oy’ " Bz ) (3qu+ 87 " g5 %

Comparando a relacao com a definigao é natu-
ral introduzir um segundo conjunto de vetores base, que
notaremos por (bf,bj, b%), e definidos por:

b, =i+ _—j+ "k,

= o By P comi=1,2,3. (9)

Esses vetores bl (i = 1,2, 3) séo chamados de vetores
reciprocos de b; ( = 1,2, . Da relagao . @D segue
que

b; - b;- =b, - b =0;;. (10)
Observe da definicao @ que
b, = Vg;. (11)

B. Velocidade e aceleragao em coordenadas
generalizadas

vetor i us vetor it
Em termos dos vetores base b; e seus vetores reciprocos
b}, um vetor A pode ser escrito como:

3 3

A=) (A-b)b; =) Ajb;, (12a)
i=1 i=1
3

A=) (A-b)b= ZA b (12b)

Uma notagao mais conveniente para as relagoes acima
é a seguinte: os vetores reciprocos sao notadas por b?,
as componentes A’ sdo notadas por A’, e as coordenadas
generalizadas por ¢*. Assim, tem-se:

or

bi = A ) = 17 2, 1
o ) 3 (13a)

b’ = V¢, i=1,2,3 (13b)
3

A=) (A-b)b; = A'b;, (13c)
=1

A= Z (A -b;)b’ = A;b’, (13d)

onde em e eliminamos o sinal de soma e usa-
mos a convencao de soma de Einstein. As componentes
A? serdo chamadas contravariantes e A; componentes co-
variantes de A.
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Para o vetor velocidade, teremos:
v =u;b' = (v-b;)b’,
v =v'b; = (v-b)b;.

As componentes covariantes de v, v; serdo:

ox ., Oy, sz>7

8qi1 + aqi-] + oq’

ou,

L O0x Oy .0z

P = . - - 14
v xaqz+y8qz+zaqz (14)

Por outro lado,
T = g—;q'i, (soma em %) (15a)
_ % (soma em 1) (15b)

Yy= an 9

Z= g—;qi, (soma em 1) (15¢)

o que resulta em
o Oz 0y _ Oy 821 _ 82” (16)

5qi - aqz" 8qi aqz" 341 aqz
Problema B.1

1. Mostre que para coordenadas curvilineas ortogonais
(q*, 4% q) os vetores reciprocos sao b* = 1/h?b,;.
Dai obtenha a expressao para o gradiente de uma
funcao ¢ nessas coordenadas.

2. Mostre que v; = 9/04"(3v?) com v? = i? + %+ 2%

Da defini¢ao de componentes contravariantes tem-se para
v* que,

8xl+ 8y‘]+ 0z

”i_V'bi—(r'fiJr:i/jJrkk).(aq- 9" .  9q k>

.0q¢"  .0q¢"  .0q"
_xax +y6y +28z N
ou seja, as componentes contravariantes da velocidade
sao as chamadas velocidades generalizadas. Note, entre-
tanto, que sao as componentes covariantes da velocidade
multiplicadas pela massa da particula que serao chama-
das de momenta generalizadas da particula, i.e.

q', (17)

Pi = M. (18)

Com relacao a aceleracao tem-se também componentes
covariantes e contravariantes, ou seja, respectivamente,

ai:a'bia

a'=a-b’,

onde a é o vetor aceleragao.

Problema B.2

Mostre que para as componentes covariantes de a tem-

_d 9 (15 9 (1,
YT dag \ 2 g \2" )

e que v? pode ser escrito como

3
o= SR
i=1

se

C. Forgas generalizadas

O processo de representar um vetor em termos de coor-
denadas generalizadas repousa no fato que um vetor (no
espago a trés dimensdes) pode ser especificado dando-se
seu produto escalar com trés vetores nao coplanares. As-
sim, dado um vetor F que represente uma forca, pode-se
escrever:

F = (F - b;)b’ (19)
ou notando as componentes por:
Qi=F- b, (20)
tem-se,
F = Qb (21)

As componentes (); sdo denominadas forgas generaliza-
das; elas nao necessariamente terdao a dimensao de forca.
No caso do sistema de coordenadas esféricas, por exem-
plo, (verifiquel!!),

or Or or
blza_em bZZ%:esﬁxra b3:%:er'
(22)
E da,
Qi=F-b;=F-e,=F, (23a)
Q2:F.b2:e¢-(rXF) (23b)
Q3:F'b3:k~(r><F) (23(‘,)

onde se nota que Q2 e Q3 ndo tém a dimensao de forga.

D. Momenta generalizados

De forma semelhante ao caso de F pode-se representar

o momentum de uma particula p = mv em um ponto
(¢', >, ¢®) usando os produtos escalares

pZ:pb’La Z:1a253 (24)

sendo p; designado por momenta generalizados da
particula. Com p = mv, tem-se de

p; =p-b; =mv-b; =mu,, (25)
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sendo v; a componente covariante da velocidade V. E
pelo ftem 2) do Problema segue que:

O (L) = 2 (L
9t \ 2 0t \ 2

oT 1,
pi = —— com .

g’

Di = mv; =

ou,

Problema D.1

Usando coordenadas cilindricas, determine os mo-
menta generalizados de wma particula, dé-lhes inter-
pretagao fisica e verifique se a dimensdo € de momentum.

Observe que como as componentes contravariantes da ve-
locidade sao

e
1
T:§p-v7 com p =mv,
tem-se
1 i j
ou,
1
T=gpid" (27)

E. Equacgoes generalizadas de movimento

As equagdes generalizadas de movimento sdo obtidas
a partir da equacao F = ma e dos trés vetores b; do
sistema de coordenadas generalizadas. Com efeito, tem-
se:

F =ma
Qi = ma;.

E usando o resultado do Problema segue que
B d o (1, o (1,
o=l gag () o (3]

_dor_or
Cdtogt Oqi’

ou,

Qi

i=1,2,3 (28)

que sao chamadas de equacoes generalizadas de movi-
mento. Para uma forga conservativa, derivavel de uma

funcao energia potencial U, a forca generalizada sera:

or
—F-b,=F- i
Qi b; 3
B ou, oU, 0oU dr, Oy. Oz
= (ax” E azk) ' (aqi” a7 " aqik)
oU ox 0U 9y 0U 0z

T 9xd¢ 9y dq 0z Ig

ou,

(29)

Com ([29) as equagdes ([28]) sdo escritas como

Lou_dor ot
d¢t  dtd¢t  Oq'’

i=1,2,3.  (30)

E para uma funcao energia potencial dependente ape-
nas da posigao, pode-se escrever de (30))

dor _dov _or U _
dto¢t  dto¢  O¢t  dq¢t
ou seja,
d 0 0
———T-U)——(T-U)=0
3T =) = 5T =0) =0,
ou ainda,
d OL 0L
—— = — = =1,2 1
iog og . ThEP 31)

onde L = T — U é conhecida como fungao de Lagrange
ou simplesmente Lagrangiana.

As equagdes sao denominadas equacoes de La-
grange. Se em adicao as forgas conservativas hou-
ver forgas nao conservativas atuando sobre a particula,
as correspondentes forcas generalizadas nao estarao in-
cluidas em e nesse caso as equagoes de Lagrange [?
] sdo expressas como:

doL oL .
woq og 9 (32

onde Q¢ sao as forgas generalizadas nao conservativas;

as forcas conservativas estao incluidas na fungao de
Lagrange.

No caso em que no problema em estudo houver forcas
dependentes de velocidade que sejam derivaveis de uma
funcio energia potencial U(q’, ¢*,t) com a forca genera-
lizada dada por:

o o
At og Ogt’

Qi (33)
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as equacoes de movimento sdo ainda dadas por (31)) com a
Lagrangiana sendo L = T — U(q', ¢*, t). Neste caso deve-
se notar que é habitual definir o momentum conjugado
p; pela relagao:

oL 0

_OL_ 0 _oT  oU
_&ji_aqi

- >_aqi_aqi’

i (34)

o qual coincide com o momentum generalizado da
particula, definido na se¢ao [[ID] no caso em que U
nao dependa da velocidade. Para problemas envolvendo
forgas magnéticas, encontra-se que o momentum (ou mo-
mentum conjugado generalizado) definido por é (ve-
rifique!)

L
- 5

Di = (mv + eA) - b; = mv; + eA;

onde A ¢ o vetor potencial magnético.

Problema E.1

1. Escreva a Lagrangiana e as equacioes de Lagrange
para uma particula de massa m sujeita a forca
central F = % (r/r), onde K €é uma constante e
r=|r|.

2. Resolva o problema do oscilador harménico no
plano usando coordenadas polares e as equagoes de
Lagrange.

III. FORMAQAO HAMILTONIANA DA
MECANICA CLASSICA

A. Conservacao da energia e funcao de Hamilton
O principio da conservacao da energia pode ser obtido

diretamente das equacoes de Lagrange

d 0 0
Gag T U= paT-my=0. (@)

onde a energia potencial U pode também ser uma fungao
da velocidade. Com efeito, as forcas generalizadas de-
rivaveis da fungao energia potencial dependente da velo-
cidade U(q*, ¢") sao

doU  oU

Qi_@@qi_[)fq“

e o trabalho realizado por tais for¢as generalizadas para
variagao dq* nas coordenadas generalizadas é

dW = Qdq’, (soma em 1) (36)

_ (49U _OU\ .
“\@tag ag )

_ (40T 9Ty .
“\atag  ag )

de onde se tem

d 0L OL i
(G5~ ag ) =0 37
ou ainda
d oL\ B oL .,

Utilizando a relagao
d oL\ ., d (0L oL .
el : Iy _ Gt _ it dt
<dtaq'z>th dt <aq'lq>dt ot (39)

oL oL ...
=d ") — =—=d¢"
( o ) o 14"
em (38)), segue que

d (6%) OL 4~ OLggi =,
g’

YT aq’
ou,
oL oL
d{==¢ — L)+ =dt=0 40
(aq.ﬂ )+ 5 , (40)
pois
oL . OL .. OL
dL = =——dg' gt + == dt. 41
a¢ " T o™t o 4D

Se a Lagrangiana nao depender explicitamente do
tempo, %—f =0 e tem-se de

oL _
d (Wq - L) = 0. (42)

Como p; = %7 a relacdo (42)) pode ser reescrita na
forma

d(p:ig' — L) = 0,
ou seja
(pig' — L) = cte. (43)

Assim, se a Lagrangiana nao for explicitamente funcao
do tempo, a quantidade
H=npi'— L, (soma em 1) (44)

conhecida como Hamiltoniana ou funcao de Hamilton
do sistema e é uma constante do movimento.

Vejamos qual o significado fisico de H. Para isso, ana-
lisemos o caso de uma particula carregada sob a agao de
um campo de forga conservativo com energia potencial
U(z,y,z) e um campo magnético. Neste caso, como foi
visto na se¢ao [[TE] os momenta conjugados sao:

p; = mu; + eA;, (45)
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v; =V - by,
Entao, segue que
H=pg - L (46)
= (mwv; + eA;)v" — L.

E como L = %va —U+ev- A, tem-se de (46)

H = (muv; + eA;)v* — §mv2 +U —ev'4;
=mv? 4+ el — §mv2 +U — ev*A;
1
= §mv2+U=T—i—U,

ou seja, H é a energia total do sistema.

B. Equagoes de movimento de Hamilton

A fungao de Hamilton ou Hamiltoniana definida por
(44) nao é, como parece indicar sua definigdo, uma fungao
explicita das velocidades generalizadas ¢’. Verifiquemos
esse resultado considerando dH com a hipdétese que H
seja uma funcdo de ¢’, ¢*, p; e t. Temos entao

. OH

)

g = 9 0H O0H
oq’

dp; -
Op; Pt ¢’

dqi +

Por outro lado, da definigao segue que

oL
o'

oL dq' — 8—Ldt. (48)

dgi — =
T B at

dH = p;dd’ + ¢'dp; —

Como p; = g{;, os termos p;§’ e g;qi em (48]
cancelam-se e tem-se

dH = ¢'dp; — g; dq' — %dt. (49)
Comparando e obtém-se

=i (50)

Z—Z =0, (52)

m (53)

A equagao expressa que H nao depende de ¢*, isto
é, nao é funcao explicita das velocidades generalizadas.
Assim H é somente funcdo dos momenta generalizados,
coordenadas generalizadas e eventualmente do tempo.

H = H(q',pi,1). (54)

Com o uso das equacgoes de Lagrange, a equagao
pode ser reescrita. De fato,

d oL 0L _ N d oL _ 0L
dt9¢t  O¢t dt 9t Ogt
ou,
que usado em nos da
0H
= —p;. 56
o~ P (56)
As equagoes e , ie.
. OH .
pi:iaiqi’ 22172,3 (5784)
. O0H
it = i =1,2

constituem o que é conhecido como equagoes de movi-

mento de Hamilton. As equagdes (57a)) sdo equivalentes
as equagoes de Lagrange enquanto (57bf), que permite
obter as velocidades generalizadas em funcao das coor-
denadas e momenta generalizados, é o inverso de

0L

= 5

que define os momenta generalizados como funcao das
coordenadas e velocidades generalizadas.

Di

Problema B.1

Considere uma particula carregada em presencd de um
campo elétrico e magnético uniforme dirigido ao longo
do eizo Z. Obtenha a Lagrangeana, a Hamiltoniana, as
equacgoes de Lagrange e as equacoes de Hamilton.

C. Paréntesis de Poisson:

O espago das varidveis (¢!, 2, ¢, p1,p2,03) = (q,p) é
chamado de espaco de fase.

De grande utilidade em mecanica sao os paréntesis de
Poisson: se u(q,p,t) e v(q,p,t) sdo fungdes no minimo
C? dos argumentos, define-se seu paréntesis de Poisson
{u,v} como

ou Ov Oou Ov
{u,v}zZ(—). (58)
- dq* Opr,  Opi, OgF

Os paréntesis de Poisson possuem varias propriedades.
Algumas delas séao:

{u, v} = —{v,u}; {u,s} =0
{u,v1 + va} = {u,v1} + {u,v2}
{u,v1v2} = {u,v1 }va + v1{u,v2}

{’U,7 {’UhUQ}} + {U27 {u7v1}} + {Uh {’Ug,u}} =0.
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A propriedade (59d)) é conhecida como identidade de
Jacobi.

Problema C.1
1. Verifique as propriedades ,
2. Verifique se %{u,v} = %,v} + {u, % )

Com o uso do paréntesis de Poisson, as equagoes de
movimento de Hamilton podem ser reescritas pois

O¢* 0H  O¢* 8H> O0H
k,H = ( _ T = = =
ta" 1) ; ¢’ dp;  Op; Og Opx
_ N (OpeOH  Opy OHN _ OH
que substituidas em nos d ao

" ={q", H}, (60)
]')k. = {pk, H} (61)

Essas relagoes constituem as equacoes candnicas de
movimento escritas em termos dos paréntesis de Poisson.
Elas, na realidade, sao casos especiais de uma férmula
geral para a derivada temporal de uma funcao u(q,p,t).
Matematicamente, tem-se

at o Tapt) T et

i

que com as equagoes de Hamilton nos da

du ou OH ou OH ou
at _Z<aqiam_amaqi> T (62

ou

Note que se u nao depender explicitamente do tempo,
% =0 e (62) se reduz a

du _ o my, (63)
dt

E se o paréntesis de Poisson de u com H for nulo, segue
que ‘2—7; = 0, ou seja, u serd uma constante de movimento;
e inversamente, os paréntesis de Poisson de constantes de
movimento com H devem ser zero.

A identidade de Jacobi permite que conhecidas duas
constantes de movimento construa-se outra(s) con-
tante(s). Na realidade, considerando-se a identidade de
Jacobi tem-se:

{uv {Uv w}} + {wv {uv U}} + {1}, {wa u}} =0,

e supondo que u e v sao constantes e w = H segue que

{u7 {U,H}} + {H, {u,w}} + {Uv{H>u}} =0,

onde usando que {v,H} = 0 e {H,u} = 0 obtem-se
{H,{u,v}} = 0, ou seja, {u,v}, também é uma cons-
tante de movimento. Este resultado é conhecido como
Teorema de Poisson e possibilita algumas vezes construir
uma sequéncia inteira de constantes de movimento. Mas
também pode ocorrer que as constantes assim obtidas
sejam funcgoes triviais das ja conhecidas e portanto de
pouca utilidade.

O que foi apresentado para o caso de uma particula
com trés graus de liberdade pode ser generalizado para
um sistema com f graus de liberdade. Neste caso
o espago de fase serda construido com 2f varidveis

(qlaq2a"'7qf7p17p27"'7pf) = (Q7p) O paréntesjs de
Poisson para essas variaveis dara
{¢".d’} =0, (64a)
{piapj} =0, (64b)
{d',pj} = 03, 1=1,2,...,f. (64c)

e os paréntesis de Poisson de duas varidveis dinamicas
f(g,p), g(g,p) analiticas nessas varidveis poderao ser ex-
pressas em termos dos paréntesis . De um
modo geral, um conjunto de 2f varidveis (q,p) satisfa-
zendo equagoes do tipo

OH

.k:77 k:1a27' )
Opk f
0H

e = — =1,2,...

Pk aqk7 k )4y af

para uma funcdo H(q,p,t) sdo chamadas de varidveis
canonicas com ¢ sendo as coordenadas generalizadas e
p os momenta generalizados.

IV. ELEMENTOS MATEMATICOS
A. Algebra de Lie

Seja um conjunto U = {z,y,z,...} com estrutura de
espago vetorial definida sobre o corpo dos reais, . U
é dito ser uma algebra de Lie se estiver definida em U
uma lei de composigao bilinear tal que a todo par (z,y)
com z,y € U possamos associar o produto xz xy € U que
satisfaz as condigoes

(w1 % 22) ¥y =21 *y + T2 * Y,
T (y1 +y2) = T xy1 + 2%y,
alzxy) = (ax) xy =z * (ay),
rxr=a= 0,
(xxy)xz+(zxz)*xy—+ (y*x2)xxz =0,
sendo essa tltima relagao denominada identidade de
Jacobi. O produto * é dito produto de Lie.

E interessante notar que a condicao (65d) implica em

O=(x+y)*x(x+y) =zxx+zxytyxz+yx*y
=T*xYy+yx*xzx,
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ou seja,
THY = —Y*T, (66)

0 que mostra ser o produto de Lie anti-simétrico.

B. Espacgo de fase e conjunto de observaveis

Seja Q= (q17q27q371)17p27p3) O €spago de fase de um
sistema fisico e A = {f, g, h,...} o conjunto de todas as
observéveis no sistema, i.e. f = f(q,p), 9 =9(q,p), - .. .

O conjunto A é fechado por adigdo e pela lei de
composicao de Poisson ou paréntesis de Poisson, no
sentido que ambos, a soma e o paréntesis de Poisson
de duas observdveis sao observaveis. Além disso o
paréntesis de Poisson satisfaz a propriedade e todas
as propriedades (65). Em consequéncia, o conjunto A
de todas as observaveis definidas sobre o espago de fase
constitui uma algebra de Lie [? ].

Qualquer subconjunto de observaveis que seja fechado
com respeito a adigao e aos paréntesis de Poisson tembém
constitui uma algebra de Lie, ou mais precisamente uma
subdlgebra da algebra de Lie de todas as observaveis.
Uma transfomagao de todas as observaveis

f=Fap) % fo = fela,p),

w
g9 =9(q,p) — 9¢ = 9¢(q,p),

fo= 1, go =9, (67d

é dita ser uma transfomacao canonica gerada pela ob-
servavel W = W(q, p) se as observéveis transformadas
satisfazem as equagoes

‘fl—fg — (W), (68a)
99¢ _ (oo W), (68b)

dg

Uma observavel transformada é dada explicitamente
em termos das observaveis originais pela série:

fo= LAWY+ SUAWLWY .. (69)

—exp|¢ ow a9 oW 9 f
P\ og o ap )]
e tem-se também que
h=A{f9} = hc={fc9c}, para(=0.

(70)

Problema B.1

Mostre que a relagao € verificada.

Pela relagao as transfomacoes candnicas preservam
a estrutura algébrica de Lie. Além disso, a variagdo no
tempo de qualquer observavel canonicamente transfor-
mada é dada por

={fc. Hc} (71)

como se vé colocando-se em (70) h=f e g=H.
Deve-se notar que para h = ¢, uma constante numérica
independente de g e p, tem-se:

o9t =¢, (72)

e dai, para as componentes de coordenada e momentum
generalizados, obtém-se as relagoes:

{figt=c e

{invQC]’} =0, (73&)
{pCi’pCj} =0, (73b)
{qupCj} = 5ij~ (73(3)

Segue, entao, como consequéncia de que se duas
observaveis f e g sdo analisadas como fungoes das com-
ponentes da coordenada e momentum generalizados, seu
paréntesis de Poisson com relagao a g¢ e p¢ é igual ao seu
paréntesis de Poisson com relacao a q e p, i.e.,

Of 09 0f Dy _0f 0y 005 .
9q} Opc,  Opc; 9q;  0q' Op;  Op; Oq*
o que conduz as equagoes de Hamilton
. 0H¢ 0H,
= —, =—-—— 75
9= T P¢ Dac (75)

ou seja, as transformagoes canonicas preservam a forma
das equacoes de Hamilton e a forma dos paréntesis de
Poisson.

Problema B.2

Mostre que a relagao € verdadeira e obtenha as
equagoes (7).

C. Transformacgoes candnicas e dlgebras de Lie

Considere uma &lgebra de Lie m-dimensional A com-
posta de todas as combinacOes lineares reais de m
observaveis linearmente independentes Wy, Wo, ..., W,,.
Como A é fechada com relagao ao paréntesis de Poisson,
ter-se-a

(Wi, Wi} == Ciji W, (76)
k=1
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onde os Cjj =
algebra.

—Cjj i sao as constantes de estrutura da

Considere entao os geradores

ow; 0
Op; O¢?

ow, 0.
g7 dp;’

i=1,2,....m (77)

P =

os quais como consequéncia de (76) satisfazem as relagoes
de comutagao:

GiGj — GG =Y CisGr.  (78)

k=1

(G, Gy] =

Tem-se entdo (veja (69)) que para uma observdvel
genérica f = f(q,p) a transformada serd

fa=exp(1G1 4+ a2Ga + ...+ aGn) f (79)

onde o, as, ..., q,, S840 parametros e entende-se que

exp (1G4 asGa + ... + anGr) = exp(a-G)  (80)
S|
N!
N=0

(o - GYX1)

Diz-se assim que G1, Ga, ..., G, sao geradores de trans-
formacao canodnica, ou que a transformacao candnica é
gerada pela dlgebra de Lie A de dimensao m. Neste con-
texto obtém-se que a generalizagao de é

h= {f,g} - ha = {fouga}v (82>

e a generalizacdo (71)) é

dfa

0= fo = {fa, Ha}- (83)

Como uma ilustragao de transformagoes canonicas ge-
radas por uma algebra de Lie de dimensao finita, consi-
dere a subdlgebra tridimensional [? ].

A= {a1W1 + aoWo + asWs3 : Wi =

%

(84)
Para essa élgebra A tem-se as relagoes:
Wi, Wa} = —Ws, {Wa, W3} = —Wh, {Ws, Wi}t =
(85)

de onde segue que as constantes de estrutura nao nulas
independentes sao:

Cioz3 = Ca31 = —Cs12 = 1. (86)
Problema C.1

Obtenha as relagoes (85)).

1
1 Z(pipi — 4iqi); Wa =

Os geradores GG; associados a algebra A serao:

1 0 0

Gy = 52 (%'BM +pi8qi> )
0

G2:7§ (qz — Di q>7

0 0
G32Z<pi8m%8qi>7 (87)

g

e gerarao as transformagOes canoOnicas no espago de
observéveis f = f(q,p).

Nesta formulacao €é importante a transformagao
canonica gerada pelo Hamiltoniano e pelas algebras de
Lie mais simples associadas ao Hamiltoniano. De fato,
colocando ¢ = t, fi = fi(q(0),p(0)) = f(a(t),p(t))
e W = H(q(0),p(0)) em segue que a evolucao
dindmica de toda observavel dada pela equagao

j=1.m

pode ser vista como uma transformagao canonica para-
metrizada pelo tempo e gerada pelo Hamiltoniano (veja
equacao ) Esta transformacao candnica especial con-
duz a: q(0) = (0) = q(t) e p(0) * pi(0) = p(t)
com o paréntesis de Poisson em sendo calculado
com relagao as varidveis canonicas originais ¢o),p(o)-
A evolucao dinamica de toda observavel é expressa na
forma de tranformagao canoénica como

= flq(t),p(t))
_eXHaH o  9H
— P\ 9pi(0) 9¢°(0) ~ 9¢(0) 9pi(0)

)} - £(a(0), pi8)

D. Espagos de Hilbert

Um espaco de Hilbert h é um espaco vetorial real ou
complexo no qual se define um produto escalar x -y sa-
tisfazendo as propriedades

i) -(aero/y/)*OéX'YWLO/X'y/’ (89)
) h rdal),
Qi + DiD; Wy
4 ; q:q p p)s ) ?Se } compleXO) (90)

iii) x-x)O7 xx—O =

x {90)
Em decorréncia da propriedade (90]) diz-se que o produto

scalar x -y ¢é linear com relacao a y e antilinear com
rélacdo a x, se h for complexo.

iv) Considerando a norma do vetor x, ||x|| = vx - x,
(92)
toda sequéncia x,, € h, comn =1,2,...,k, tal que
n+—oo

[1%Xn, — Xntpl| < €n, com &, —= 0

é convergente em h, i.e.,

nH—oo

dxeh  tal que ||x, —x|| 0.
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Para descrever esta propriedade, diz-se que h é com-
pleto com relacao a definicao de norma usada.

E. Operadores

Um operador linear sobre h é uma aplicagao linear de
h — h, i.e., uma lei de correspondéncia

X —ry,
que associa a um vetor x € h, o vetor y € h; se o
simboliza um operador linear escreve-se
x€h = y=ox€ch (93)
e tem-se
o(x+z) =ox + oz, (94)
o(ax) = aox acC. (95)

Se o operador ¢ for antilinear a propriedade é
substituida por

olax) = a*ox. (96)
Problema E.1

1. Mostre que se o for linear e C uma constante com-
pleza (ou real) Co = oC.

2. Mostre que se o for antilinear e C' uma constante
complexa, Co = oC*.

F. Observagoes

e Um operador o pode ser definido em apenas um
subespago vetorial D(o) de h; neste caso D(o) é
dito ser o dominio de defini¢ao de o.

e Uma notacgao usual, na Teoria Quantica, para o
produto escalar de dois vetores x e y é:

(%) (97)

e H4 diferentes tipos de operadores lineares; um de-
les é definido da seguinte maneira: Sejam x e y
dois vetores arbitrarios em h e A um operador li-
near. Considere o produto escalar (y, Ax). Chama-
se entao adjunto ou conjugado hermitiano de A e
nota-se por A, o operador tal que:

(y, Ax) = (A'y, x) (98)
e se Al for tal que:
(y, Ax) = (Aly,x) = (Ay,x) (99)

diz-se que A é hermitiano [? ].

e Um dos exemplos mais importantes do espago de
Hilbert é o espago Lo das fungdes reais (ou com-
plexas) da varidvel real = definidas num intervalo
(a, B) e de quadrado integravel no sentido que:

B
/ |4 (x)|?dx < oo.

O produto escalar de ¢ e 1 € L5 se define como:

B
((2), ' (z)) = / O (@) (2)da

Problema F.1

Verifique se (101) satisfaz as propriedades (8990} 91)).

(100)

(101)

e Um exemplo de como a relagao ¢é aplicada
considerando um espaco vetorial especifico, seja o
operador P que atua no espago Lo das fungoes
1 definidas no intervalo (0,1) com as condigoes
de contorno ¥(0) = (1) = 0, sendo P tal que
Py(z) = iy(z). Caleulemos (¢'(z), Pi(z)) —
(PY'(z),%(x)) o que nos dé:

[ (d‘éiﬁ)dw—/o () v
Z /01 ( (@) @ dzp;f)* WC)) i

i /O 1di " (z))dx

¥(@) (e >>]0

(¥ (1) (1) — ¥'(0)"(0))

7

R

1

N

P(1) =

e essa expressdo é nula porque ¥(0) =
1), P é hermi-

Assim tem-se que nesse espago L2(0,
tiano.
e Um tipo de equacao que tem importancia na teoria
quantica é
oX = ax

(102)

onde o é um operador, x € h e a é um nimero. Tal
equagao ¢ dita de autovalor: x é chamado autovetor
de o correspondente ao autovalor a.

Para o operador P definido no item anterior tem-se:

P(z) = ay(z)
d d
12; z) = ay(x) ou Z;x) = —iay(x).
o que resulta em 1, (z) = ce”*® com ¢ = cons-
tante.

Problema F.2

Considerando que ¥(x) estd definida no intervalo

—+
—00 < & < o0 e (r) Z2=25 0 determine os possiveis

valores de a.
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V. PROBLEMA DE HEISENBERG.
FORMULACAO DE DIRAC

A. Introdugao

A Mecanica Quantica de um sistema com f graus de li-
berdade descrito classicamente pelo Lagrangiano L(q, ¢),
onde ¢ = (¢',¢% ...,¢"), ¢ = (¢*,4¢> ...,4d%), ou pelo
Hamiltoniano H(q,p), onde p = (p1,p2,...,ps) pode ser
formulada de seguinte maneira: propde-se encontrar ope-
radores lineares p;(t) e ¢;(¢t) com j = 1,2,..., f, ope-
rando sobre um espacgo de Hilbert H e satisfazendo as
equagoes [? ]

dqg;(t
W) 10 4,0, 5,0).3,0)
dp;(t
PiC8) 1 (350,55 00) 0]

(103)

i =v/—1104)

onde [A,B] = AB — BA é chamado de comutador de
AeB,tendocom j=1,2,...,fe —oco<t<oo,
[45(2), 4 (t)] = 0 (105)
[ (1), pr(t)] = 0, (106)
[(jj (t)ﬂak(t)] = Zé]k: (107)

B. Solucao do Problema de Heisenberg

0 problema apresentado na secgao é denominado
de Problema de Heisenberg e sua solucao foi apresentada
por J. von Neumann (1931) dividida em duas etapas: a
cinemaética e a dinamica.

Etapa Cinematica: procura-se inicialmente opera-
dores ¢ e py, com j = 1,2,..., f, atuando num espago
de Hilbert e satisfazendo as relages de comutacao

(47, ] = [P}, 0] =0, (108)

(47, D3] = ;1 (109)

von Neumann demonstrou que a solugao é a seguinte:

o espago de Hilbert H é o espago Lo das fungoes

¥(q1,q2,--.,4q7) de quadrado integravel em relagao aos
argumentos gq;, isto é

/7/’*(1117(]27an)Q/’(QMQQ»a‘If)d(hd(Idef < 00

(110)
e os operadores (j? e ﬁ? sao dados por
(@)1, q2, - -5 q8) = (a1, 42, - -, qp)  (111)
R .0
D) (a1, a2, - - - qp) = g (g1, 42, - - -, q5) (112)
j

Deve-se notar que essas realizacées dos §; e pf sao as
da Mecanica Ondulatéria de De Broglie e Schrédinger, e
que o produto escalar em H é definido [? ] por

W'(q),¢(q)) =

[O GG a0, ap)das . (HE)

Etapa Dinamica: Nos casos fisicamente interessan-
tes tem-se H (cj?,]ﬁ?) um operador hermitiano obtido do
Hamiltoniano cldssico H (¢, p;) e que pelas relacoes
é um operador diferencial H(g;, —i0/0q;). Esse ope-
rador satisfaz a equagao

i% = H(q;,— aaj YU (t,to) (114)
com U(t,ty) um operador tal que U(to,to) = 1 e
UT(t,t0)U (¢, t0) = U(t, to)UT (8, t0) = 1. (115)
Com o operador U(t,to) define-se
g;(t) = U'(t,0)dd (U (¢, to), (116)
p;(t) = UT(t,10)p ()T (t, 1), (117)

os quais satisfarao as relagoes (105} 1107)) e (103} [104)).

Em particular se,

Y(g,t) = U(tth)w(Qat0)7 (118)
resulta da equagao (L14]) que
ovat) (0
i—— = {4 o ¥(g,1), (119)

uma equacao a derivadas parciais, denominada Equagao
de Schrédinger, cujas solugoes (g, t) descrevem o estado
[? ] do sistema dindmico cujo Hamiltoniano é dado por

Problema B.1

Conszdemndo H( qJ , pj

verifique se §;(t) e p; dados por (116) e (117]
fazem as equagoes *, , (1107) e ., (104

um polondémio nos q; e pj,
1117) satzs—

Com o estado do sistema dinamico representado pela
funcao ¥ (g, t) (funcdo de onda, fungao de estado) o valor
esperado de uma observével f = f(q,p) é postulado como

/wq,

No operador f(g,—i0/0q) os termos envolvendo pro-
dutos de ¢ e p sao ordenados de forma conveniente tal
que f = f(q,—i0/0q) seja um operador Hermitiano e
apropriado do ponto de vista experimental. A funcdo de

estado ¢ = ¢(g,t) em ([120) é normalizada, i.e.,

/wq,

q, —i0/9q)¥(q,t)dq. (120)

(g, t dqf/\w q,t)|*dg = 1. (121)

eBFIS, Ano IV

ISSN: 2318-8901

eBFIS 4 4401-11(2015)



NP universidade de Brasilia

José David M. Vianna

C. Estados Estacionarios

As funcgoes de estado da forma

¥(g,t) = exp(—iEt)p(q) (122)
que satisfazem a Equagdo de Schrodinger (119)) descre-
vem estados estaciondrios. Neste caso tem-se que ¢(q)
obedece a equagao

H (q, qu) v(q) = Ep(q), (123)

ou seja, ¢(q) sao autofuncdes do operador H =
H(q,—i0/0q) e a energia de sistema FE, seu autovalor.
A equacao é conhecida como Equacao de Schrodin-
ger independente do tempo.

Resolvendo-se a equacgao obtém-se um conjunto
de autofuncoes e correspondentes autovalores. Notando
as fungoes por ¢, (q) e o respectivo autovalor por E,, ou
seja,

H (q, _gq) on(@) = Bnpnla),  (124)

mostra-se que essas fungoes p,,(q) satisfazem as relagoes

/wZ(Q)wm(q) = Onm, (125)

> enld)en(d) =6(¢" — q), (126)

onde 6(¢” — ¢') é denominada delta de Dirac e tem a
propriedade que

/w(q")(;(q” —q')dq" = o(d). (127)

O conjunto de fungoes que satisfazem as relagoes

(125) e (126) é dito ser um conjunto completo orto-

normal do operador em estudo (no presente caso H =
H(q,—i0/0q)).

D. Um exemplo

Como um exemplo para elucidar alguns dos fatos da
teoria considere uma particula de massa m dentro de
uma caixa podendo-se movimentar apenas na direcao de
x. Este sistema recebe o nome de particula na caixa
unidimensional; a particula se encontra confinada entre
duas barreiras de potencial infinito mas é livre para se
movimentar dentro da caixa (veja figurall]). Para tratar o
problema com a teoria quantica, comecemos formulando
a teoria classica Hamiltoniana.

xY

Figura 1: Pogo de potencial infinito de longitude a.

1. Mecanica Cldssica

. Energia Potencial

para 0 < x < a,

para xz < 0, = > a,

onde a é a dimensao da caixa.

. Energia Cinética

7 Pi

= , m = massa da particula (128)
2m

. Hamiltoniano

P2

H=T+V(z)= o

+V(z) (129)

ou seja,

i
2m’
i
2m

para0 <z <a (130)

+ V(x), com V(z) — oo para xz < 0, £1319

. Paréntesis de Poisson

{x’pz} =1 (132)

2. Mecanica Quantica

. Etapa cinematica

e 1 corresponde ao operador £, Hermitiano;
e p, corresponde ao operador p2, Hermitiano;

e O espaco de Hilbert onde os operadores
atuam é o espaco das fungoes ¥ (x) tais que
[ 1(@)|2de < oc.
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Segue que, e A equacao de Schrodinger dependente do
tempo é
& (x) = ay(x)
=H |z, —i— | ¢Y(a,t 142
i) = i 20 or ar) V008
x

e a equacao de Schrédinger independente do

e entao o comutador [i‘o, ﬁg] dard tempo ¢

. d
4,52 v(e) = 0% - 40t H (i, ) onle) = Bagate) (133

=30 ( Y(x) — (—zj) x(x) obtida, escrevendo-se ¢(z,t) = e~ *Flp(z) em
x (T42)).
— 40 ( ( ) +ip(z) +ix () No presente caso a equagao (143)) com os ope-

Oz radores de (133]) resulta em
0 (z) 1
Oz T omdz2 "

3( +ip(x) +ix
x
2m da?
Tendo obtido a equagao (143]), suas solugoes
[ O,ﬁg] =i, (133) dardo a fungao de estado ¢, (z) e o correspon-
dente valor da energia do sistema FE,, neste
estado.

(x) = Enpn(z), para0 <z <a

+ V(x)) on(z) = Enpn(x), com V(z) — oo para z < 0
ou seja,

2. Etapa dinamica

ea H(x corresponde o operador H =
(@, Pa) P P E. Solugao da equagao ((143)

H(z,—i0/0x),
. 1 d? Consideremos inicialmente a equacao ([145). Esta
H = T de? +V(z), (134) equacao para F, finito e ¢, (z) finito, tem seu lado di-
reito finito; o lado esquerdo, no entanto, tende a infinito.
ou seja, Dai a solugao é ¢, (z) ser nulo para todo valor de x neste
1 2 dominio (z > 0, z < a). Assim tem-se
H=——— <z < 1
2 da?’ para 0 s @ < a (135) on(x) =0, para z > 0, = < a. (146)
. 1 d? . .
H=—-—— +V(z), com V(z) oo  paraz <0, {O36gto que ¢, (x) = 0 neste dominio de = implica que a
2dx probabilidade de encontrar, por uma medida, a particula

nesta regido ¢ nula pois |p,(x)|* = 0.

e O operador U t,tg) é determinado por
P (tt0) P Considerando a ([144)) tem-se que a solucéo geral dessa

00 0) _ oy (137) canasio €
= 5 L0/ i i/
ot on(x) = CreV2mEn® 4 ChemV2mEnT, (147)
o0 que resulta em onde C7 e Cy sao constantes a determinar impondo
A . condigoes de contorno. No caso, para que haja continui-
U = e tt=to), (138) dade da fungéo ¢, (z) dentro e fora da caixa é necessario
que
#(t) é obtido de 2° :
e i(t) é obtido de & por on(0) = o (a) = 0, (148)
z(t) = eth:che_th; to=0 (139) o que substituindo em (147) d&
= = 4
e H,(t) é obtido de p? por: ¢n(0) = C "__02 0 . (149)
9071((1) _ C«lez\/2mEna + 02671\/2mEna =0 (150)
- iHt 0 —iHt. _
Pa(t) = ephe™ to =0 (140) De ([149) segue que C7 = —C5, o que substituindo em

i
se vV2mE,a =0 - vV2mE,a = nm, n=20,1,2,...

[2(1), pa(t)] = i. (141) (151)

de onde segue que,
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ou ainda,

n?n?

2mEna2 = n2x? - E, =

2ma?’

(152)

Assim, impondo & particula a condicdo de ficar

entre “paredes’de uma caixa a energia ja nao pode ter

qualquer valor; somente sdo permitidos determinados

valores dados por e que portanto dependem das
dimensoes da caixa: a energia estda quantizada.

Para determinar as autofungoes ¢, (x) tem-se de ((147)
com C7; = —Cy que

2.2

= Asen(+/2mE,x), E, = i

2ma?

en () (153)

onde A é uma constante a determinar.
Substituindo em ¢, (z) o valor de E, tem-se que

on(z) = Asen (W), n=12,3,...

a

onde o valor n = 0 foi excluido porque corresponde &
solucdo trivial 300( ) = 0. A constante A é determinada
usando a condigdo (|121]) de normalizagao, ou seja,

A? /Oasen2 (?) de =1

o que resulta em A = y/2/a; assim a fungéo de estado
correspondente ao autovalor E,, = n’r?/2ma? é

n=1,23,... (154)

e o numero n é dito ser o nimero quantico para o sistema
em estudo.

F. Fungoes Ortogonais

Duas funcoes 1; e ¢; das mesmas varidveis e defini-
das num mesmo intervalo sao ortogonais se satisfazem a

relagao
[ i@ @i =o.

As fungoes obtidas na secgao [V E|sao todas ortogonais
entre si pois,

i j.

n=0,1,2."

Como as fungdes ¢, (z) dadas por (147) sdo norma-
lizadas, tem-se que {¢,} é um conjunto ortonormal de
fungoes e escreve-se

/ o1 (@) (x)dx = b3 (156)

Essa propriedade das fungoes {p,(x)} é uma carac-
teristica geral das autofuncgoes de operadores Hermitia-
nos, i.e., autofungoes de operador Hermitiano caracteri-
zadas por deferentes niimeros quanticos sao ortogonais.
Também é uma propriedade geral dos operadores Hermi-
tianos ter autovalores reais.

G. Valor médio (valor esperado)

A relacio tem um significado que pode ser resu-
mido no seguinte: dado um operador f que corresponde
a uma propriedade fisica f e um conjunto de sistemas
idénticos descritos pela funcao de estado 9, o resultado
de uma série de medigbes da propriedade f em diferen-
tes membros do conjunto, em geral nao é o mesmo. Em
consequéncia, obtém-se uma distribuigao de valores e o
valor médio é dado por:

- / (0,6 f1b(q,t)dg (157)

com [ 4*(q,t)y(q,t)dg.
Problema G.1

Considere o estado pa(z) da particula numa caiza
unidimensional. Determine o valor médio do momento
linear p, mneste estado. Determine também o wvalor
esperado (valor médio) da energia no mesmo estado.
Ezxplique os resultados obtidos.

H. Formulagio de Dirac e Algebra de Lie
Consideremos a equacgao (120)) e a solugao

W(g.t) = e P(q,0),  H = H(q,~id/dq), (158)

da equagao de Schrodinger dependente do tempo. Entao
a equagao ([120) pode ser escrita como

(o (29) (B (22 ) = 2 [ 22 P s i

T

e chamando y = =%, dy = Z.dz, tem-se

2

- /7T sen(ny)sen(my)dy = 0, n # m. (155)
™ Jo

Essa equacao possibilita definir o observavel Hermiti-
ano dependente do tempo
= ¢ f(q, ~i0/0g)e ™"

) (160)
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incorporando a dindmica quantica, com as fungoes de
estado permanecendo fixas no tempo. Em particular para
q e —i0/9dq ter-se-4

Problema H.1

1. Usando a (160) verifique que:

(j(t) — ezfltqe—iflt7 (161)
- 9 .
pt) = e (—i— ) e, (162) )
( 3(1) ) _ [f(t)’ﬁ} (164)
de onde segue que dt
[G; (@), ar(®)] =0, [p;(1),pr(H)] =0, [q;(t), Pk (t)] = Gy,
(163)

ou seja, retoma-se o Problema de Heisenberg.

A relagao (164) mostra que os observéveis (Operadores
Hermitianos) constantes de movimentos sdo quantidades

que terao o comutador com H , 0 operador Hamiltoniano,
nulo. A relacoes (165a) [I65b] [165c} [165d)) mostram que o
comutador (também chamado de Lei de Composicao de
Dirac), associando a cada par de observdveis quanticas
uma terceira observavel, tem todas as propriedades exi-
gida de um produto de Lie. Além disso o conjunto
de todas observaveis quanticas é fechado pela adigao e
pelo comutador, e a equacao é “idéntica” a equacao
, exceto pelo significado da Lei de Composig¢ao, ou
seja, o comutador de Dirac em e o Paréntesis de
Poisson em . Segue entao que existe uma estru-
tura de algebra de Lie tanto no conjunto de observaveis
cldssicas (fungdes) como de observaveis quanticos (Ope-
radores Hermitianos). Deve-se notar, no entanto, que a
estrutura completa de dlgebra de Lie da mecanica classica
com o Paréntesis de Poisson nao pode ser preservada em
mecanica quantica com o comutador de Dirac sendo a lei
de composi¢ao, e com a correspondéncia de Dirac

{f.o¥=h  =|[f.4=h (166)

Na realidade, somente um certo subconjunto de ob-
servaveis segue a correspondéncia de Dirac no sen-
tido que um subconjunto qualquer, formando de trés ob-
servaveis cldssicas f, g, h, relacionadas pelo paréntesis de
Poisson, d4 um conjunto de observaveis quanticas f , 0, h
relacionadas pelo comutador. Um exemplo de tal sub-

2. Sendo f(t),§(t) e h(t) operadores Hermitianos ve-
rifique se:

(165a)
®) [F@,hm)] = [F®), 5k )] (165b)
= [f0.90)] + 7). ()] (165¢)
(165d)
[

conjunto é o formado por observaveis da forma
F= XX 40X SO e
com soma em a e b; a,b =1,2,...,2n; fg)) = f;j), él)

e £ constantes; X; = ¢, Xitn = pi, sendo o paréntesis
de Poisson escrito como

_of dg
{f.9} = ax. e (soma ema,b)  (168)
€
lparaa=b—n
Qap =< —lparaa=b+n (169)

0 nos outros casos

VI. CONCLUSAO

No presente minicurso apresentamos a formulagao
Lagrangiana, Hamiltoniana e de Poisson da Mecéanica
Cléssica sem o uso de principio variacional; a estrutura
de algebra de Lie com o Paréntesis de Poisson como
produto de Lie foi realgada em alguns aspectos como
por exemplo no estudo de transformacoes canodnicas.
A Teoria Quantica foi introduzida por intermédio do
Problema de Heisenberg e a solu¢do de von Neumann. A
relacdo entre a solucdo de von Neumann e a formulagao
usual em termos da equacao de Schrodinger dependente
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e independente do tempo foi apresentada. Concluindo
o minicurso, o processo geral de quantizagao foi apre-
sentado discutindo-se em termos de algebra de Lie para
qual subconjunto de observaveis a estrutura completa
de algebra de Lie da Mecéanica Cléssica é preservada em
Mecénica Quantica.

Para ampliar o conhecimento dos itens desenvolvidos

no minicurso hé varios textos, alguns citados na segao
Para saber mais.
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