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As frases apdcrifas atribuidas a Albert Einstein conduzem os docentes de fisica a estarem sempre
verificando as fontes e corrigindo interpretacées erréoneas do que Einstein realmente disse. Esse fato
motivou uma reflexdo similar sobre os contetidos que sao ensinados nas disciplinas introdutdérias de
fisica basica. De fato, quantas vezes se ensina algum assunto de fisica somente apresentando as
“férmulas”, sem verificar ou discutir suas limitagoes, sem mencionar as idealizagdes implicitas ou
o porqué de serem utilizadas? Considerando o ensino do conceito de forga, apresenta-se aqui uma
verificacdo didédtica dos contextos mais gerais que culminam em algumas equagdes que compdem
os famosos formuldrios de Fisica. Ou seja, a partir de contextos mais gerais, serd demonstrado
como algumas expressoes sao validas apenas para casos particulares. O objetivo é alertar para a
possibilidade de que casos particulares estejam sendo ensinados como se fossem a tunica descrigao
possivel para a complexidade da realidade fisica — e nao como modelos fisicos com suas respectivas
limitagoes.
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I. INTRODUCAO

Dentre as muitas frases atribuidas a Albert Einstein,
uma muito difundida em diversos contextos é

Everything should be as simple as possible, but
not simpler.[? |

De acordo com Alice Calaprice [I], essa frase é uma das
quais a autoria atribuida a Einstein é sutilmente dis-
cutivel, e aparenta ser uma edicao ou versao simplificada
da parte de uma palestra que Einstein realizou em 1933:

It can scarcely be denied that the supreme goal
of all theory is to make the irreducible ba-
sic elements as simple and as few as possible
without having to surrender the adequate rep-
resentation of a single datum of experience.

Apesar de mais longa, essa frase é mais detalhada e
menos suscetivel as interpretagoes equivocadas. Ela estd
contextualizada e a autoria e referéncia sao confidveis e
verificdveis. A primeira citacao, de fato, é mais simples,
mas seu significado e interpretagdo se tornam mais com-
pletos e menos dubios ao conhecer a fonte original.
Quantas ”férmulas” sao ensinadas, decoradas e citadas
héa tanto tempo que, talvez, sua origem, suas limitagoes
ou o porqué de utilizé-las deixaram de ser alvo de curiosi-
dade ou de escrutinio? Por exemplo, a famosa F' = ma,
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as equacoes da cinética, a aceleracao do movimento cir-
cular a. = —v?/r, as definicoes de trabalho W = Fd cos @
e do torque 7 = Frsinf parecem seguir a ideia de que
tudo deve ser o mais simples possivel. Em geral, a fisica é
ensinada de acordo com o suposto dominio da linguagem
matematica em cada fase do ensino. Sem a linguagem
do célculo diferencial, integral e vetorial; sem a algebra
linear; sem equagoes diferenciais ordinarias e parciais, o
ensino pode ficar reduzido as expressoes mais simples que
caracterizam apenas casos particulares de contextos mais
gerais.

Contudo, tornar as coisas mais simples nao significa
necessariamente tornéd-las mais faceis ou simplificadas.
Repare que a frase “tornar os elementos bdsicos irre-
dutiveis tao simples e tao poucos quanto possivel” vem
acompanhada de “sem ter que renunciar a representagao
adequada de um unico dado da experiéncia”. E por isso
que as leis de Newton e as equacoes de Maxwell sao
tao importantes, nao porque simplificam a descrigao dos
fendmenos fisicos ou nossa compreensao do mundo, mas
porque, a partir de poucas equagoes, ao interpretar o que
estd codificado na linguagem matematica, somos capazes
de aplica-las e adaptéa-las ao estudo de diversos sistemas.

Se esquecermos que a fisica é ensinada por meio
de modelos matemdticos (os quais possuem limitagoes),
poderemos fazer com que, por exemplo, se confunda ou
se limite o conceito de for¢ca a uma férmula para substi-
tuir nimeros ou as ‘flechas’ que representam empurroes
ou puxoes sobre blocos. Ou seja, as expressoes para ca-
sos particulares podem se tornar a tnica descrigao con-
hecida sobre sistemas fisicos, pois muitas vezes nao é
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mencionado que a fisica também se aplica aos casos mais
complicados ou mais préximos da realidade.

Em geral, egressas e egressos de cursos de graduagao
em Fisica possivelmente tiveram contato com disciplinas
de mecanica - classica, analitica, estatistica, quantica -
a partir das quais conseguem estabelecer a fisica béasica
dentro de um contexto mais abrangente, tanto matem-
aticamente quanto em aplica¢ées. Contudo, muitos pro-
fessores e professoras das disciplinas de fisica podem ter
outras formagoes de origem. Portanto, como um material
de auxilio para o ensino de fisica, aqui é proposta uma
revisao que aborde de maneira concisa e didatica alguns
conceitos de mecanica classica e suas relacées com o que
é ensinado sobre mecéanica no nivel bésico.

Nesse contexto, consideraremos as equacoes F' = ma,
v(t) = vo +at, v = rw, a. = —v?/r, W = Fdcosf e
7 = Frsinf como sendo a nossa frase Fverything should
be as simple as possible, but not simpler e vamos procu-
rar as ‘frases mais gerais’ a partir das quais se criou uma
versao simplificada. Mostraremos como uma visdo mais
abrangente sobre cada uma das expressoes anteriores pos-
sibilita uma melhor compreensao das limitagoes delas, e
as possibilidades para os casos mais gerais. Ao mesmo
tempo em que conceitos fundamentais sobre vetores e
cédlculo sdo abordados de maneira mais interpretativa e
amigdvel. De fato, esse texto foi desenvolvido baseando-
se na forma como o autor aborda esses assuntos em sala
de aula. Por esse motivo, esse trabalho nao se caracteriza
como o resultado de uma pesquisa sobre ensino, mas é um
reflexo da pratica do ensino de fisica. Sempre buscando o
equilibrio entre abordar conceitos de forma simples, mas
sem abandonar o rigor da linguagem matematica.

Portanto, na Secao II serd abordada a segunda lei de
Newton, F' = ma ; na Secgao I1I, a tradicional definicao de
cinemaética serd discutida; ja na Secao IV, mostraremos
o0 que estd implicito nas equagoes que descrevem os
movimentos curvilineos em duas dimensoes; a Secao V
mostrara os tépicos abordados nos livros apéds as leis de
Newton, colocando impulso, trabalho e torque dentro de
um contexto mais geral: as formas de multiplicar um ve-
tor e seus conceitos. Por fim, a Secao VI serd destinada
a parte de discussao e conclusao.

II. SEGUNDA LEI DE NEWTON

O conceito de forga é um dos pilares da fisica [2]. Ape-
sar de possuir uma vasta histéria mesmo antes de Newton
[3], é comum associar for¢a apenas com a expressao

ZF = ma, (1)

ou com flechinhas que empurram ou puxam bloquin-
hos nos exercicios de fisica. Olhando matematicamente
para a Eq.7 nota-se que ela descreve casos particu-
lares nos quais sé existe a possibilidade de movimento de
translagdo em uma unica diregdo. Com apenas uma coor-
denada espacial evita-se a utilizagao da notacao vetorial.

Forca e aceleragao sao grandezas vetoriais, portanto, para
movimentos em 2 ou 3 dimensoes, escrevemos:

> F=ma. (2)

Lembre-se que a aceleragao representa como o vetor
velocidade esta variando no tempo, isto é, @ = ‘é—? . Um
vetor tem modulo e direcao e essas duas propriedades
podem variar no tempo[? |. Se tanto o médulo quanto
a direcao do vetor velocidade ¥ nao mudam conforme o
tempo passa, entao a derivada ?Tf = 0. O ‘zero vetorial’
foi utilizado para nao esquecermos que quando se tem
um vetor de um lado da equagao, entao deve haver um
vetor do outro lado. Se isso nao acontecer, nao podemos
chamar de equacdo. Além disso, 0 nos diz que todos os
componentes do vetor devem ser nulos.

Dito isso, podemos interpretar a equagao
S F=i=ma 3)

Para que ocorra md = 0, ou a massa é nula (m = 0)
ou a aceleragdo é nula (@ = 0). Nao faz sentido a massa
ser zero, pois é por meio dela que ocorre a interacao e
ela representa a massa inercial (sem massa, sem inércia).
Sé resta a aceleragdo ser nula. Para isso ocorrer, o vetor
velocidade deve ser constante tanto em médulo quanto
em diregao. Uma direcao constante significa uma tra-
jetéria retilinea, e o médulo constante significa que ele
é uniforme. Ou seja, um objeto tende a permanecer em
movimento retilineo uniforme, a menos que uma forca
resultante nao nula atue nele, alterando seu vetor veloci-
dade.

E importante lembrar que aceleracao e velocidade sao
vetores, pois é comum interpretarmos esses termos de
acordo com 0 nosso senso comum. Por exemplo, no caso
de veiculos, acelerar significa aumentar o médulo da ve-
locidade (o que é mostrado no velocimetro). Fazer uma
curva com o velocimetro fixo em algum valor ou pisar
no freio geralmente nao sao interpretados no senso co-
mum como aceleragdo. Na fisica, se o vetor velocidade
mudar de direcao com o tempo, o movimento é carac-
terizado como acelerado. Trajetérias curvilineas sao con-
sequéncias de movimentos acelerados.

Outra particularidade da Eq. é sua validade so-
mente no caso em que a massa m ¢ constante. Na sua
forma mais geral, a segunda lei de Newton é descrita
como a variacdo do momento linear p = mv em relagao
ao tempo t,

. dp d,
ZF:azﬁmw (4)

Utilizando a regra da derivada de um produto, temos
. d dv dm
F = — U) = —_ U——
Z dt (m?) ™ TV ar ®)

onde observa-se que além da variacao de velocidade,
temos que considerar a influéncia da variacdo de massa
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em relagdo ao tempo, conforme ilustrado na Fig. Se
a massa m for constante no tempo, entao ‘fj—’? =0ea
Eq. é recuperada. O outro caso particular seria se o
vetor velocidade for constante, mas a massa é variavel no
tempo. Esse nao é trivial, pois terfamos um movimento
retilineo uniforme (vecv constante) no qual a forga acres-
centaria ou removeria massa do sistema de tal forma a

sempre manter a mesma velocidade.

Q9

= — = d
F=ma F:m6+17d—T

Figure 1. Quando F=ma nao é suficiente: carregar um saco
furado significa lidar com massa varidvel. A esquerda, o caso
com massa constante — F' = ma. A direita, sistema com

. = ~, ~dm
massa varidvel, F' = mad 4+ v——, onde o segundo termo rep-

resenta a variagdo do momento devido & perda de massa.

Tratar a massa constante faz sentido, principalmente
quando ja estamos considerando que toda a massa do
objeto estd restrita a um tunico ponto do espago, isto
é, usando a aproximacao de particula. Um ponto tem
dimensao zero, ou seja, nao possui largura, altura e pro-
fundidade. Entao, em termos de graus de liberdade de
um objeto, as forcas que atuam em uma particula po-
dem apenas causar movimentos de translagao. Falar de
deformacoes e rotacoes causadas por forcas sé faz sen-
tido se considerarmos que o objeto possui uma extensao
no espago, e isso um ponto nao tem. Essa aproximacao
de um objeto sendo tratado como uma particula é impor-
tante, pois sempre é possivel calcular o centro de massa
de um objeto e assim simplificar o estudo do movimento
de translacao[? ], ao considerar que todas as forcas
estao atuando diretamente no centro de massa. Con-
tudo, forgas também podem causar rotagdo. Nesse caso
a forma do objeto, como sua massa esta distribuida no
volume, localizagao onde a forga é aplicada e o eixo de
rotagao sao informagoes que nao podem ser desprezadas.
Para diferenciar os movimentos de translaciao e rotagao
e suas respectivas velocidades e aceleragoes, utilizamos
o adjetivo linear para movimentos de translacao (veloci-
dade linear ¥, aceleracao linear @); e o adjetivo angular
para movimentos de rotagao (velocidade angular @, acel-
eracao angular @).

Aqui estamos nos referindo apenas a objetos sélidos,
quando analisamos fluidos ja& ndo temos uma forma
definida e entao é preferivel utilizar a densidade

volumétrica de massa p = {7, ao invés da massa total.
Outra caracteristica é que a velocidade do fluido, além
de poder variar no tempo, podera variar em relagao ao
espago. Nesse caso é comum descrever aceleracdo com o
sfmbolo de derivada material D/Dt, ou seja,

D ov

a(r,t) = —o(Ft) = — + (¥ V)7T. 6
(7.0) = il 0) = S+ (5 V) (6)
Sendo % a variagao do campo vetorial de velocidade em
relacdo ao tempo e (¥- V)7 a variagdo do campo vetorial

de velocidade em relagao as coordenadas espaciais.

III. CINEMATICA

Em geral, a cinemética é descrita como a parte da fisica
que descreve o movimento dos corpos sem se preocupar
com a andlise do que causou o movimento [4]. Contudo,
essa definicao parece contraditoria, pois a cinemética
muitas vezes se pré-ocupa apenas com 0s €asos em que a
causa do movimento é uma forca constante.

Suponha um caso unidimensional, no qual apenas uma
forga F,. (constante) estd atuando em uma particula de
massa m. A segunda lei de Newton para esse caso é

F.=ma= m@. (7)

dt

Como a Eq.@ tem um sinal de igual e derivadas,
chamamos ela de uma equacao diferencial. Como esta-
mos considerando que a fungao velocidade depende sé do
tempo, entao a derivada é chamada de ordinaria. Por-
tanto, temos uma equacdo diferencial ordindria. Pode-
mos reescrever a Eq. da seguinte forma:

dv = (i) dt. (8)

Leia ”dv” como uma pequena variag¢ao[? | de velocidade,
e esta é diretamente proporcional a uma pequena varia¢do
de tempo dt. Ou seja, quanto mais tempo considerarmos,
maior serd a variagdo da velocidade. Além disso, dv é
proporcional & forga F,. (quanto maior a forga, maior a
variagdo de velocidade) e inversamente proporcional &
massa[? | m (quanto maior a massa, menor a variagao
de velocidade, e vice-versa).

Se somarmos todas as infinitesimais variagoes dv desde
uma velocidade inicial no tempo ¢t = 0, vy, até uma ve-
locidade qualquer no tempo ¢, teremos a variacao total
da velocidade v(t) nesse intervalo de tempo. Isso é igual a
somarmos todas as variacgoes dt multiplicadas pelo termo
F./m. Quando somamos varidveis discretas, utilizamos
o sfmbolo >_; quando a soma é de varidveis continuas,
usamos outro simbolo: [. Por mais que integrais possam
causar traumas na graduagao, elas sao apenas simbolos
que indicam a soma de variaveis continuas. O que acabou
de ser descrito é representado por

/U:(t) dv = /Ot (f;) dt. ()
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Como a massa m e forca Fy sao constantes, também é
constante o valor de F,/m. Como fot dt soma apenas
contribuicoes de coisas que dependem do tempo, entao
F./m pode sair de dentro da somatdrio:

[Cas(B) [a w

Resolvendo essas integrais, obtemos

o(t) = vo + (i) t. (11)

Repare que do lado esquerdo temos velocidade
(comprimento/tempo), entao do lado direito cada termo,
vg e (Fy/m)t, também devem ter dimensao de veloci-
dade. Como ¢t é tempo, F./m deve obrigatoriamente ter
dimensao fisica de comprimento/(tempo)?, também con-
hecido como aceleragao. Portanto podemos definir

F,

EC = a. (12)
Utilizando a defini¢ao anterior na Eq. temos uma das
equagoes da cinemadtica:

v(t) = v + act. (13)

A partir disso podemos obter a funcdo que descreve
a posicao x para qualquer tempo t. Basta considerar
a definicao de velocidade como a posi¢do variando no
tempo, isto é,

d
u(t) = d—i = vg + act. (14)

Reescrevendo na forma de pequenas variagoes,
dx = (v + a.t)dt, (15)

observamos que uma variagao infinitesimal da posigao
dx é proporcional a uma pequena variagao de tempo dt.
Além disso, dx também depende da velocidade atual em
cada tempo t, ou seja, é proporcional ao termo vy + a.t.
A soma de todas as variagoes nos dois lados da Eq.
é representada pelas integrais

z(t) t
/ do = / (vo + at)dt, (16)
xo 0

cujo o resultado final é a conhecida equacao da posicao:

z(t) = xo + vot + %actz. (17)

A posicao em qualquer tempo t é a soma da posicao ini-

cial zg com o quanto foi percorrido devido a velocidade

inicial (vgt) e devido & variagao de velocidade nesse tempo
(La.t?).

Os resultados das Eqgs. (11) e (17) sdo validos para

quaisquer forcas constantes. Por exemplo, suponha que

o eixo considerado é vertical e a forca atuando é a forca
peso, nesse caso temos F, = —mg. Substituindo isso na

Eq.(12),

-mg

.= —g. 1
——=a g (18)

Dessa forma, recuperamos as equacoes de queda livre:
v(t) = vo — gt e y(t) = yo + vot — (1/2)gt>.

A forga pode depender do tempo, por exemplo F'(t) =
Fyt (forga que aumenta linearmente com o tempo), ou
uma forga que diminui exponencialmente F(t) = Fye .
Nesses casos a integral do lado direito da Eq.@ seria
diferente, e teriamos outros resultados de comportamento
de velocidade e posicao em funcao do tempo. Também
temos os casos em que mais de uma forca estd atuando,
como no caso de uma queda considerando a resisténcia
proporcionada pelo ar. Quanto mais interacoes consid-
eramos, mais complicadas ficam as equacoes diferenciais.
Mas a versatilidade da segunda lei de Newton é que se
soubermos as forcas que atuam em um objeto, e se sou-
bermos resolver equagoes diferenciais, podemos obter as
fungoes que descrevem o comportamento da velocidade e
da posicao.

Portanto, talvez uma definicao mais apropriada seria
que a cinemdtica é o ramo da fisica que nao se pre-
ocupa com movimentos causados por forgas dependentes
do tempo e que se restringe as coordenadas cartesianas.

IV. SEGUNDA LEI DE NEWTON PARA O
MOVIMENTO CURVILINEO

Em coordenadas cartesianas os vetores unitérios e or-
togonais (versores i,je k) que formam a base vetorial sao
fixos. Nas coordenadas polares, utilizadas na descrigao
de movimentos curvilineos, descrevemos as posigoes x e y
em termos do raio r e do angulo 6. Contudo, agora a base
vetorial nao é mais fixa, mas acompanha a particula em
sua trajetéria, conforme ilustrado na Figl2] Isso facilita
a descri¢ao dos movimentos curvilineos[? |, contudo uma
consequéncia é que os vetores unitérios (7 e é) também
irdo variar no tempo. As derivadas do vetor posicio e
do vetor velocidade se tornam mais complicadas quando
comparadas com o caso cartesiano. Assim, podemos es-
crever os vetores velocidade linear e aceleracao linear em
termos da velocidade angular e da aceleracao angular.
Em geral, a descricio de um problema fisico pode ser
simplificada com a escolha adequada de sistema de coor-
denadas.

A velocidade em coordenadas polares é dada por [5]:

F(t) = (‘Z) Pt (‘;{z) 0. (19)

Aqui dr/dt descreve como o raio da trajetéria muda com
o tempo. A variagao do angulo com o tempo é definida
como velocidade angular, df/dt = w.

A velocidade possui um componente radial e outro tan-
gencial. Para entender melhor, vamos supor dois casos
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Figure 2. Representacao do sistema de coordenadas polares
sobreposto ao sistema cartesiano. Os vetores unitarios 7 e j
(em vermelho) representam a base fixa cartesiana. O vetor
posicao 7 aponta da origem até a particula (ponto vermelho).
Os versores 7 e 0 (em azul) formam a base mével associada ao
sistema polar, onde 7 aponta na diregao radial e 06 tangente
a trajetoéria, formando um angulo 6 com o eixo x.

particulares. Primeiro, suponha que nao haja variacao
do angulo 6 no tempo, isto é, o angulo é constante e o
objeto nao gira. Nesse caso, a unica forma de se mover é
na direcao radial, isto é, variando o raio r da trajetéria
(afastando-se ou aproximando-se do centro). Segundo,
suponha que o raio é constante. Nesse caso, temos um
movimento circular, pois a variagao do angulo 6 esta sem-
pre tangenciando o raio.

Com essa compreensdo, podemos reescrever ¥(t) da
seguinte forma:

B(t) = (‘Z) P 4 (rw)d. (20)

A partir disso, a aceleragdo (sempre definida como
a(t) = dv/dt) é calculada , cujo resultado final [5] pode
aparentar nao ser muito amigavel,

2
at) = [dr — rw2] 7+ {7’04 +2 <dr) w] 0, (21)
dt? dt
sendo o = dw/dt a aceleragao angular, ou seja, a variagao
da velocidade angular em relacao ao tempo. Nova-
mente, temos componentes radiais e tangenciais da acel-
eragao:dois termos para a aceleragao na diregao radial e
mais dois termos de aceleragao tangencial. O sinal neg-
ativo no componente radial significa que a aceleracao é
em dire¢cao ao centro. Essa expressao é geral e descreve
a aceleragao para qualquer movimento curvilineo no qual
tanto o raio quanto o angulo estao variando no tempo.
As coisas se simplificam ao considerarmos casos partic-
ulares. O mais comum é assumir que o raio r é constante,
ou seja, que o movimento ¢é circular. Matematicamente
isso implica que dr/dt = 0. Com isso a Eq. e
tornam-se

(t) = 07 + (rw)b, (22)

a(t) = (—rw?) @ + (ra) . (23)

A outra particularidade que podemos considerar é que a
velocidade angular w seja constante, isso significa que a
particula sempre levard o mesmo tempo para completar
uma volta no circulo. Assim chegamos nas equagoes do
movimento circular (pois  é constante) uniforme (pois w
é constante e entao a = 0):

U(t) = (rw)b, (24)

at) = (—rw?) 7. (25)

Com apenas um componente na velocidade e na acel-
eragao podemos sempre evitar a notacao vetorial. Para
isso, consideramos o moédulo desses vetores. Obtendo as
relagoes conhecidas:

v =Tw, (26)
e
e (L
a=—-rw = ’/‘(r> =-7 (27)

Por fim, a segunda lei de Newton para um movimento
curvilineo de raio e velocidade angular constantes é

mv2

F=—(-#). (28)
r

Nesse contexto, por mais trivial que seja, é importante
lembrar que todo movimento curvilineo é um movimento
acelerado, ou seja, existe variagao do vetor velocidade.
No caso, a forga que causa a aceleracao impede que o
objeto tenha um movimento retilineo uniforme, ou seja,
que o vetor velocidade seja constante ¢. Essa tendéncia
da for¢a manter o movimento curvilineo (ou, nesse caso
particular, um movimento circular) sempre fazendo a
particula mudar de diregao é representada pelo sinal neg-
ativo no versor 7.

V. IMPULSO, TRABALHO E TORQUE

Seguimos com umas perguntas simples sobre a atuagao
de forcas em um objeto ou sistema: Por quanto tempo
a forca atua e qual a influéncia disso na variacao tempo-
ral do momento linear? Qual é a relagao entre o vetor
deslocamento do objeto e a direcao da forga aplicada?
Quando devemos nos preocupar com a localizagao no ob-
jeto na qual a forga atua e o que movimentos isso pode
causar? Tais perguntas sao respondidas pelos conteiudos
abordados apds as aplicacoes da segunda lei de Newton,
em geral, sao a parte de impulso e colisoes; trabalho e
energia; torque e rotagoes. E possivel sintetiza-los, ou
relembré-los com base no fato de que forga é descrita
matematicamente por vetores. O ponto de partida é lem-
brar que um vetor pode ser multiplicado de 3 formas:
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e Um vetor multiplicado por um escalar, a[f, sendo
a um escalar qualquer. O vetor mantém sua
direcao e apenas sofre uma transformacao de escala
(tamanho do médulo).

e Um vetor multiplicado por outro vetor, cujo resul-
tado é um escalar, A-B = escalar, obviamente
chamado de produto escalar. E uma forma de ver
a projecao de um vetor no outro.

e Um vetor multiplido por outro vetor, cujo resultado
é outro vetor, Ax B = 6, sendo C um vetor per-
pendicular ao plano formado pelos vetores AeBe
que indica que uma rotacao nesse plano seria indo
A para B. De maneira sucinta isso ¢ a definigao do
produto vetorial que utilizo nas aulas.

Como forga é uma grandeza vetorial, entdo podemos
multiplicé-la de 3 formas também:

e Forga multiplicada por um escalar, no caso o tempo
t. Isso nos informa uma quantidade que consid-
era por quanto tempo a forca atuou. Responde a
pergunta: faz diferenca quanto tempo a for¢a fica
atuando no objeto? Entao temos a definicao de im-

pulso I:
. iy Uy
I:/ th:/ d(mv). (29)
t v

e Forga multiplicada por um vetor deslocamento, por
meio do produto escalar. Isso nos informa uma
quantidade que considera por qual distancia a forga
atuou e como ele contribuiu para esse desloca-
mento. Nesse caso, isso é a definicao de trabalho
W

’Ff .
W:/ Fedr. (30)
Tf

e Forca multiplicada por um vetor deslocamento, por
meio do produto vetorial. Isso nos informa o plano
e o sentido de uma rotacao causada pela forca F,
cujo vetor deslocamento 7 é o vetor que inicia no
ponto de referéncia (geralmente a localizagdo do
eixo de rotagdo ) e vai até onde a forca F estd
sendo aplicada. Se considermors uma distribuicao
de forca dF ao invés de forgcas discretas, teremos
a definigdo de torque (ou se preferir, pode chamar
de momento de uma distribuigao de forcas, onde
momento é interpretado como um média da dis-
tribuigao):

F:/deﬁ. (31)

Um sumdrio do exposto acima ¢ apresentado na Fig3]
A partir da Eq., temos o contetdo de colisoes e
conservacao de momento linear. A partir da Eq.,

Forca F

Produto vetorial
com vetor posigao

Multiplicada
por um escalar (tempo)

Impulso
I'=[Fat

Figure 3. Diagrama que ilustra como diferentes operagoes
matemadticas aplicadas ao vetor Forga resultam em conceitos
fisicos fundamentais estudados nos cursos iniciais de Fisica
Basica.

Produto escalar
com vetor deslocamento

Trabalho Torque _
W= [F-dF 7= [FxdF

temos a parte de energia (cinética e potencial) e também
o importante conceito de conservacao de energia. Por
ultimo, a partir da Eq. é possivel desenvolver a parte
de rotagoes de corpos rigidos[? |.

As Eqs. e acima podem ser simplificadas se
considerarmos o caso particular de forgas constantes. O
detalhe é que o adjetivo constante depende da variavel
de integragdo. Ou seja, a forga é considerada constante
na definicado do impulso, Eq., se ela nao depender do
tempo. J&a na definigao de trabalho, Eq.7 a forga é
constante se nao depender de nenhuma variavel espacial.
Nao é a toa que, de acordo com o teorema da Emmy
Noether [6] a conservacdo de momento linear é devido
a invariancia perante uma translagao espacial; e a con-
servagao de energia é caracterizada por uma invariancia
perante translacoes temporais. Portanto, considerando
essa sutileza na definicdo do que é constante em cada
caso, teremos que as forgas podem sair das respectivas
integrais:

A2 _ .
I:F/ dt = F(t; —t;) = FAt, (32)
t

o rf N
W:F-/ dr = F - A7 . (33)
Tf

Repare que o produto escalar continua presente, pois a
integral de d7 continua sendo um vetor, conforme defin-
imos por meio de A7 = 7y — 7 (deslocamento total d_j
A préxima simplificagao seria evitar essa notagao de pro-
duto escalar. O conceito desse produto é a ”sombra” ou
projecdo que um vetor faz no outro. Se os dois vetores
sao paralelos (dngulo entre eles é 0 graus), a sombra é
méxima; se os dois vetores sao perpendiculares (dngulo
entre eles é 90 graus), ndo hd sombreamento. Agora,
qual fungao que conhecemos que é maximal? | para um
angulo # = 0 e nula quando 8 = /27 A resposta é que
podemos representar o trabalho como

W = Fdcos#. (34)

Por sua vez, a Eq.(31) pode ser simplificada se con-
siderarmos que as forcas sao discretas e constantes no
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tempo, ao invés de distribuidas em uma regiao. Nesse
caso, trocamos o simbolo da integral pelo simbolo de
soma 3, isto é,

1

N

F=> i x F (35)

i=1

Se houver apenas uma forca atuando, o somatdrio terd
apenas um termo. O torque resultante é um vetor per-
pendicular ao plano da rotagao do objeto, e também in-
dica o sentido da rotacao nesse plano. Em geral, o torque
é um vetor com 3 componentes, sendo cada componente
perpendicular a um dos 3 planos de rotagao (planos zy,
yz e zx). Mas é possivel evitar a notagdo vetorial se
considerarmos apenas rotacao em um plano. Se o plano
é o plano xy, a rotagao ou ocorre na direcao de x para
y ou de y para x, em ambos os casos o torque sé teria
o componente z (que é perpendicular ao plano zy), e
entao poderia ser positivo ou negativo, indicando assim
o sentido da rotacao. Contudo, é uma simplificagdo cujo
preco é descartar a relagao do conceito do produto ve-
torial com a definicao matemaética de planos de rotagao.
De qualquer forma, se a rotacao estd restrita em ape-
nas um plano, o torque pode ser também definido pelo
angulo formado entre 7 e F. Lembre-se de que esses dois
vetores devem formar um plano. Se os vetores forem
paralelos (6 = 0) eles ndo formam um plano (ou formam
um plano cuja drea do paralelogramo é nula). A drea do
plano serd méaxima quando esses vetores forem perpen-
diculares (0 = 7/2) e a drea serd rF. Qual fungdo que
conhecemos que é nula em 6 = 0 ¢ méxima em 6 = 7/27
Respondendo a essa pergunta, obtemos a definigao:

7= Frsinf, (36)

na qual r é chamado de brago de alavanca.

Portanto, uma desvantagem pouco mencionada é que
o caso particular representado pela Eq. omite que
torque é um vetor[? ], assim dificultando a compreensao
do que ¢é o torque, sendo coloquialmente confundido com
forca e ndo como a descricao de um movimento de rotagao
causado por uma forga.

Esses conceitos de produto escalar e vetorial sao
necessarios para entender matematicamente onde fica
explicito que a for¢a magnética[? |, ﬁmag = q(U'x é), nao
realiza trabalho. Pelo conceito de produto vetorial é facil
inferir que a for¢ca magnética é perpendicular ao plano
formado pelo vetor velocidade e pelo campo magnético.
O trabalho da for¢a magnética é dado por

s
Ty

Tro .
W = / Frag - dr= / q(¥ x B) - dr. (37)
Ty

Lembrando que o deslocamento dir e a velocidade ¥ da
carga elétrica estao relacionados por ¥ = dr/dt, podemos
reescrever a equagao acima como:

7 .
W = / q(U x B) - U dt. (38)
Tf

Portanto, sabendo que o resultado de o' x B¢ perpen-
dicular ao vetor ¥ e que o produto escalar quantifica a
projecao de um vetor em outro, conclui-se que, por causa
dessa perpendicularidade, o trabalho da forga magnética
é nulo. Ou seja, a forca magnética sempre estard for-
mando um angulo de 7/2 com o vetor deslocamento.

VI. DISCUSSAO E CONCLUSAO

Se fosse necessério simplificar a definigdo de forca em
uma Uunica palavra que mantivesse toda a abrangéncia
desse conceito, essa palavra seria interacao. E o conceito
de forca foi o protagonista deste trabalho, juntamente
com o fato de que ela é uma grandeza vetorial.

Mesmo quando o assunto foi a cinematica, vimos que
as equagoes estudadas na cinemadtica sao exemplos do
movimento devido as forgas que sao constantes no tempo.
Se houvesse outro tipo de interacao que nao fosse con-
stante no tempo, as equacoes do movimento teriam mod-
ificacoes. Quando todas as forcas que atuam em um ob-
jeto sao constantes no tempo, basta somaé-las vetorial-
mente Y F. Essa soma resultante sers diretamente pro-
porcional & massa m do objeto e poderd causar alteragoes
no vetor velocidade que descreve o movimento do objeto,
isto 6, 2 F = ma. Como vimos, ao utilizar essa forma da
segunda lei de Newton estamos assumindo que a massa
m é constante no tempo. Entao, nesse caso, achamos
uma aceleragao constante devido a resultante de forgas
constantes. A partir dessa aceleragdo, obtemos a funcao
da velocidade; e a partir da velocidade obtemos a fungao
que descreve a posicao no tempo. E todas essas fungoes
estao de acordo com as equacgoes da cinemadtica.

Implicitamente, relacionamos o somatério de forcas
com o movimento de translagao de um objeto. Forcas po-
dem causar outros movimentos além de translacao, tais
como rotagao e deformagoes. Se rotagoes e deformacgoes
sao irrelevantes, podemos tratar o objeto como uma
particula e considerar que todas as forgas estao atuando
no centro de massa do objeto. E importante destacar
em sala de aula que forgas causam outros movimentos
além da translacao, e que objetos podem se mover de
diferentes formas ao mesmo tempo.

E claro que é possivel abordar o movimento curvilineo
considerando o objeto aproximadamente como uma
particula. Nesse caso, os vetores e bases vetoriais se
tornam importantes. A equagao Eﬁ = ma é geral no
sentido de que podemos adaptéd-la para diferentes tipos
de coordenadas. Nas coordenadas cartesianas, as coor-
denadas x, y e z sao descritas independentes uma das
outras. Contudo, no caso de um movimento circular no
plano cy, existird uma relagao bem definida entre os val-
ores das varidveis x e y. Nesse caso, coordenadas polares
seriam mais convenientes. Como mostramos na Se¢ao IV,
em coordenadas polares as expressoes finais para o vetor
velocidade e o vetor aceleragao sao mais complicadas do
que no caso cartesiano. A partir de casos particulares de
raio constante e velocidade angular constante, mostramos
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como chegar nas expressoes utilizadas no ensino bésico.
Talvez seja dificil introduzir diferentes tipos de coorde-
nadas em um nivel mais béasico do ensino; contudo, é
possivel mencionar que existem outras coordenadas além
das cartesianas[? ]. Talvez seja mais facil explicar a
aceleracao do movimento circular uniforme, a = —ﬁ
dizendo que ela é uma adaptacao da segunda lei de New—
ton para coordenadas polares. Nesse contexto, é impor-
tante destacar em sala de aula as limitagoes, ou seja, que
essas equagoes s6 poderiam ser aplicadas se uma curva
realizada for uma trajetoria circular e com velocidade
angular constante. As ‘excecgoes’ a essas particularidades
sao mais comuns no nosso dia a dia.

Enfatizar que forgas sao vetores também nos permite
ter uma visao mais estruturada ou uma maneira de lem-
brar alguns conteidos de mecénica. Sendo forca um
vetor, podemos multiplicd-la de 3 formas: por um es-
calar; por outro vetor, cujo resultado do produto é um es-
calar; por outro vetor, cujo resultado do produto é outro
vetor. Tempo (uma grandeza escalar), e deslocamento
(grandeza vetorial) sdo o que multiplicamos por forga.
No primeiro caso, temos o impulso, a forga multiplicada
pelo tempo de atuagao dela. No segundo caso, temos a

definigao de trabalho, isto é, o quanto a forca contribui
para o movimento na dire¢cao do deslocamento. No ter-
ceiro caso, temos uma maneira de descrever as rotagoes
causadas por uma forca aplicada e um objeto com ex-
tensdo no espaco (isto é, ndo consideramos o objeto us-
ando uma particula).

Mostrar os quadros gerais de um conteido pode ser
util, pois fornece a quem estd estudando um mapa
do que serd aprendido e as conexoes entre os assun-
tos. Destacar as limitagoes e particularidades de cada
conteido também é essencial, pois pode ajudar a de-
senvolver um senso critico para avaliar as aplicagoes e
limitagdes dos modelos fisicos conforme forem sendo es-
tudados.

Por fim, propoe-se uma interpretacao para o termo
fisica bdsica de acordo com as frases de Einstein men-
cionadas na introducao. O adjetivo bdsico que carac-
teriza a palavra fisica nao significa que a fisica deva ser
simples, simplificada ou facil. Vamos interpretar como
basico aquilo que constréi uma base, os fundamentos de
alguma coisa. E é sobre esses fundamentos que se con-
stréi todo o restante.
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