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Neste artigo, resolvemos numericamente a equação de Schrödinger para um elétron sujeito a
potencial caixa unidimensional de profundidade finita. Aplicamos este modelo amplamente explo-
rado em f́ısica, aos átomos H, Li, Na e K da famı́lia 1A da tabela periódica, cujos elétrons na
camada de valência possuem momento angular orbital l = 0. A fim de obter uma estimativa da
profundidade de um potencial caixa finito que melhor represente cada átomo. Determinamos qual
profundidade de caixa e largura (diâmetro atômico) reproduz as auto-energias do estado funda-
mental obtidas através do método ab-initio Hartree-Fock com uma base aug-cc-pVQZ. Além disso,
variamos a profundidade V0 no intervalo (-0.9 a -0.108 Ha em steps de 0.008) e largura L no inter-
valo (1.9 a 8.83 Bohr em steps de 0.07) de potenciais caixas (totalizando 10 mil soluções numéricas
para obtenção das auto-energias) e a partir destes resultados, propusemos uma função de ajuste da

forma: E(V,L) = a · ln(−V L) + b · L 3
√
V + c, função da profundidade da caixa V0 e da largura da

caixa L(diâmetro atômico dos elementos) que apresentou um acordo excelente de R2 ≃ 0.992. Desta
forma, pudemos com uma aproximação de tão simples como equação de Schrödinger para apenas
um elétron confinado num potencial unidimensional reproduzir o resultado do problema de muitos
corpos como um átomo hidrogenóide.
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I. INTRODUÇÃO: CONTEXTO HISTÓRICO

No ińıcio do século XX foi posśıvel verificar por meio
de experimentos que as part́ıculas atômicas possuem uma
natureza ondulatória, ou seja, suas leis de movimento
são as mesmas usadas para descrever a propagação de
ondas [1]. Dessa forma, hoje sabe-se que, por exem-
plo, os elétrons exibem padrões de difração ao passar por
uma fenda dupla, comportamento análogo ao verificado
nas ondas de luz. Portanto, era bastante plauśıvel su-
por que o comportamento das part́ıculas atômicas pode-
ria ser matematicamente representado por uma entidade
matemática chamada função de onda [2], um conceito
que demandou a contribuição de muitos f́ısicos até cul-
minar em sua atual interpretação, que envolve a ideia de
densidade de probabilidade.

Na mecânica quântica, a função de onda ψ(x, t) corre-
sponde a forma mais completa de descrever um sistema
f́ısico. Isso foi demonstrado pelo f́ısico austŕıaco Erwin
Schrödinger [3] que, em 1926, publicou um estudo onde
aparece pela primeira vez a sua famosa equação diferen-
cial parcial que usa a função de onda para modelar o es-
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tado quântico de um sistema f́ısico evoluindo no tempo.
Vale enfatizar que a função de onda, por si só, é uma
representação abstrata do estado do sistema, sem signifi-
cado fora do contexto da mecânica quântica. Além disso,
por ser uma quantidade complexa, sua medida direta por
meio de um instrumento f́ısico é imposśıvel [4].
Essencialmente, a equação de Schrödinger pode ser for-

mulada de duas maneiras distintas: uma que é depen-
dente do tempo e outra que é independente do tempo
[5]. De forma geral, podemos expressá-la da seguinte
maneira:

− ℏ2

2m

d2ψ(x, t)

dx2
+ U(x, t)ψ = Eψ(x, t) (1)

E quando não houver dependência temporal, basta fazer
t = 0 na equação (1). A solução da equação (1) por
métodos anaĺıticos depende do potencial U(x, t) escol-
hido e das condições de contorno impostas à equação.
Por conta dessa restrição, é comum haver uma maior pre-
ferência pelas abordagens numéricas dispońıveis na liter-
atura. As soluções da equação de Schrödinger são capazes
de descrever sistemas moleculares, atômicos, subatômicos
e alguns sistemas macroscópicos [6].
No que diz respeito à abordagem anaĺıtica para re-

solver a equação de Schrödinger, encontra-se na liter-
atura vários pesquisadores renomados que contribúıram
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de forma significativa à f́ısica ao lidar com o prob-
lema. Podemos citar o próprio Erwin Schrödinger como o
primeiro a desenvolver uma solução anaĺıtica, utilizando
para isso técnicas matemáticas avançadas, como a super-
posição de ondas e a separação de variáveis [5]. No ano de
1928, o f́ısico britânico Paul Dirac divulgou o primeiro de
uma sequência de estudos que visavam combinar a teo-
ria quântica com a teoria da relatividade de Einstein.
Nesses trabalhos, ele apresentou uma explicação rela-
tiv́ıstica para a propriedade do spin do elétron utilizando
métodos anaĺıticos, como a álgebra de operadores, para
resolver a equação de Schrödinger relativ́ıstica e descr-
ever o comportamento de part́ıculas subatômicas de altas
energias [7].

Em 1948 Richard Feynman publicou a sua abordagem
inovadora para resolver a equação de Schrödinger, uma
técnica que hoje é conhecida como Integrais de Cam-
inho. Sua proposta consiste em admitir que as part́ıculas
seguem todas as trajetórias posśıveis simultaneamente,
de tal forma que cada trajetória possui um fator de am-
plitude relacionado capaz de interferir com as outras tra-
jetórias. Essa abordagem permitiu calcular probabili-
dades de transição entre diferentes estados quânticos [8].

Em 1953 Max Born apresentou a sua interpretação
probabiĺıstica da solução da equação de Schrödinger,
também conhecida como função de onda. A sua ideia
parte do prinćıpio básico de densidade de probabilidade
ρ(x, t), que descreve a probabilidade de encontrar uma
part́ıcula em uma determinada posição x e num instante
t [9]. Assim, de acordo com Born, a probabilidade de
se encontrar uma part́ıcula num intervalo x+ dx é dada
pelo quadrado da amplitude da função de onda, ou seja:

ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2. (2)

Então, levando-se em consideração todo o espaço, tere-
mos: ∫ +∞

−∞
|ψ(x, t)|2 dx = 1 (3)

Diversos pesquisadores adotaram diferentes metodolo-
gias anaĺıticas para solucionar a equação de Schrödinger,
cada uma contribuindo significativamente para a com-
preensão da mecânica quântica e a descrição de sistemas
f́ısicos quânticos. Um exemplo recente é o trabalho de
Makowski (1991), no qual ele apresentou soluções exatas
para três variações de um poço infinitamente profundo
com limites móveis. Além disso, Makowski propôs e solu-
cionou com precisão uma modificação especial do modelo
clássico do acelerador de Fermi, adaptando-o para o con-
texto quântico [10].

Apesar dos avanços das abordagens anaĺıticas, os
métodos numéricos tiveram um papel crucial na solução
da equação de Schrödinger, especialmente devido ao
rápido crescimento do poder de processamento dos com-
putadores presenciado nas últimas décadas.

Em 1969, Doscher e Rice investigaram o problema de
uma part́ıcula em um poço de potencial quadrado in-
finito unidimensional com paredes que se movem a uma

velocidade constante. Para abordar essa questão, eles
empregaram um método que consistia em comparar um
conjunto completo de funções, que são soluções exatas
da equação de Schrödinger dependente do tempo, com
um tratamento de perturbação de primeira ordem. O
estudo incluiu resultados numéricos para uma part́ıcula
inicialmente no estado fundamental [11]. Hawk e Hard-
castle publicaram em 1976 os resultados de um estudo em
que descrevem a equação de Schrödinger para os estados
do orbital s do átomo de hélio [12]. Para resolver esse
problema, os pesquisadores converteram a equação difer-
encial eĺıptica encontrada em um conjunto de equações
de diferenças finitas, alcançando a solução por meio de
uma técnica iterativa.

Em 1989, Marston e Balint-Kurti propuseram um
método inovador para calcular autovalores e autofunções
da equação de Schrödinger. Eles desenvolveram uma
abordagem baseada no algoritmo da transformada disc-
reta de Fourier e aplicaram-na ao método hamiltoniano
da grade de Fourier. Essa abordagem permitiu obter as
autofunções diretamente em pontos espećıficos da grade,
exigindo apenas a avaliação do potencial nesses pontos
[13]. Em 2000, Aronstein e Stroud propuseram uma
solução em série para os ńıveis de energia de um potencial
quadrado finito unidimensional na mecânica quântica.
Essa solução é útil para aproximações locais e globais
do espectro de energia, além de permitir uma descrição
anaĺıtica de fenômenos dinâmicos, como o cálculo das
escalas de tempo para o movimento clássico e revivals
de estados excitados no potencial [14]. Em 2004, Strik-
werda publicou uma solução numérica da equação de
Schrödinger usando o método de diferenças finitas [15].

Anders W. Sandvik publicou um artigo em 2013
[16] onde apresentou uma solução numérica da equação
de Schrödinger utilizando um método multipasso lin-
ear de quarta ordem conhecido como método de Nu-
merov. Também usando o algoritmo de Numerov, Danny
Bennett resolveu (em 2015) a equação de Schrödinger
para diferentes potenciais, incluindo o poço quadrado, o
harmônico e o linear. Nesse estudo, as funções de onda
foram integradas com o algoritmo Numerov usando uma
energia inicial de teste. Em seguida, desenvolveu-se uma
função para determinar os autoestados do potencial, per-
mitindo obter soluções numéricas sem a necessidade de
conhecer as soluções anaĺıticas [17].

A partir dessa breve exposição histórica, na qual desta-
camos alguns progressos notáveis alcançados por meio
do estudo da equação de Schrödinger, observamos que
uma solução anaĺıtica é inviável na maioria dos casos,
enquanto que os métodos numéricos se mostram como
importantes aliados para a obtenção de soluções aproxi-
madas satisfatórias. Esses métodos são essenciais para
obter resultados quantitativos, estudar sistemas com-
plexos, validar teorias e avançar na compreensão da f́ısica
quântica. Eles desempenham um papel fundamental na
pesquisa e no progresso do conhecimento nessa área.

Neste artigo, propomos utilizar o método numérico de
diferenças finitas para resolver a equação de Schrödinger
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em uma caixa de potencial unidimensional. Aplicare-
mos esse método aos elementos da famı́lia 1A da tabela
periódica, cujos elétrons na camada de valência possuem
momento angular orbital l = 0. Essa caracteŕıstica re-
sulta em soluções da equação de Schrödinger que corre-
spondem a funções radiais com orbitais esféricos. Nesse
cenário de confinamento unidimensional, a profundidade
da caixa é associada ao potencial V0, enquanto a largura
L representa o diâmetro do átomo.
O objetivo é estimar valores aproximados das profun-

didades de potencial e calcular as energias que resultem
em valores muito próximos das energias do estado fun-
damental para os elementos H, Li, Na e K, levando em
consideração seus respectivos diâmetros atômicos (repre-
sentados pela largura L).

Com base nos dados coletados, pode-se ajustá-los
para encontrar uma função matemática que melhor se
adapte aos pontos experimentais. O objetivo é estab-
elecer uma relação entre as autoenergias E da equação
de Schrödinger, a largura L, e a profundidade da caixa
de potencial V0. Essa função irá representar, de forma
aproximada, o comportamento dos dados e permitir pre-
visões para valores não observados.

A vantagem adicional dessa abordagem é que a função
aproximada encontrada não possui a complexidade iner-
ente das soluções anaĺıticas. Por fim, vale ressaltar que,
na análise realizada neste trabalho, exclúımos os elemen-
tos Rb, Cs e Fr, uma vez que requerem correções rela-
tiv́ısticas no cálculo das auto-energias.

II. SOLUÇÃO ANALÍTICA

A equação de Schrödinger unidimensional para uma
part́ıcula de massa m com energia total E em um poten-
cial U(x) é dada por:

− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
+ U(x)ψ = Eψ (4)

Para resolver essa equação, vamos considerar aqui um
poço finito de comprimento L onde o potencial U(x) rep-
resenta uma constante positiva V0 e que admite estados
ligados (E < 0).
Dentre essas considerações, as equações a seguir são

satisfeitas pela função de onda que não depende do
tempo:

• Região I: x < −L/2, onde U(x) = 0

− ℏ2

2m

d2ψ1

dx2
= Eψ1,

que pode ser escrita como

d2ψ1

dx2
= α2ψ1, (5)

onde α =
√
−2mE
ℏ , com E < 0. A solução dessa

diferencial ordinária possui uma solução geral da

forma

ψ1(x) = Aeαx +Be−αx

que, para se tornar fisicamente admisśıvel, deve-
se analisar seu comportamento quando x → −∞.
Com isso, observa-se que o segundo termo de ψ1(x)
diverge, resultando em:

ψ1(x) = Aeαx ∀x < −L/2 (6)

• Região II: −L/2 ≤ x ≤ L/2, onde U(x) = −V0

− ℏ2

2m

d2ψ2

dx2
− V0ψ2 = Eψ1,

que pode ser expressa como

d2ψ2

dx2
= −β2ψ2, (7)

onde β =

√
2m(E+V0)

ℏ .

Nessa região intermediária regida por ψ2(x), a
solução geral pode ser expressa pela equação

ψ2(x) = Ceiβx +De−iβx

No entanto, ao impor a condição de que a nossa
função potencial é par, ou seja, V (x) = V (−x),
podemos supor, sem perda de generalidade, que as
soluções são funções pares ou ı́mpares [18] e satis-
fazem a equação estacionária de Schrödinger com
a mesma autoenergia E [4]. Portanto, expressar a
solução em termos de senos e cossenos nos permite
uma exploração mais direta dos resultados, ou seja:

ψ2(x) = C sin(βx) +D cos(βx) (8)

• Região III: x > L/2, onde U(x) = 0

− ℏ2

2m

d2ψ3

dx2
= −Eψ3,

que pode ser escrita como

d2ψ3

dx2
= α2ψ3, (9)

A solução dessa diferencial ordinária possui uma
solução geral análoga à que foi obtida para ψ1, ou
seja:

ψ3(x) = Feαx +Ge−αx

Assim, quando x→ ∞, observa-se o primeiro termo
de ψ3(x) divergir, resultando em:

ψ3(x) = Ge−αx ∀x > L/2
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Figure 1: Poço de potencial com profundidade V0 e
comprimento L.

Dessa forma, a solução geral da equação (4) para cada
uma das regiões representadas na (Figura 1) pode ser
resumida na seguinte expressão:

ψ(x) =

 Aeαx, x < −L/2
C sin(βx) +D cos(βx), −L/2 ≤ x ≤ L/2

Ge−αx, x > L/2

(10)
Além disso, pode-se estabelecer uma relação entre cada

uma dessas soluções observando as condições de contorno
da função de onda:

1. A função de onda deve ser cont́ınua em toda parte,
incluindo nos pontos x = −L/2 e x = L/2, ou seja:

ψ1

(
−L
2

)
= ψ2

(
−L
2

)

Ae−α(L/2) = −C sin(βL/2) +D cos(βL/2) (11)

ψ2

(
L

2

)
= ψ3

(
L

2

)

C sin(βL/2) +D cos(βL/2) = Ge−αL/2 (12)

2. A primeira derivada de ψ(x) deve ser cont́ınua ao
longo de todo o seu domı́nio, inclusive nas fronteiras
do poço finito, ou seja, em x = −L/2 e x = L/2.
Portanto:

ψ′
1

(
−L
2

)
= ψ′

2

(
−L
2

)

αAe−α(L/2) = β [C cos(βL/2) +D sin(βL/2)] (13)

ψ′
2

(
L

2

)
= ψ′

3

(
L

2

)

β [C cos(βL/2)−D sin(βL/2)] = −αGe−αL/2 (14)

Dessa forma, podemos expressar as equações (11),
(12), (13), e (14), respectivamente, na forma de um sis-
tema linear:


Ae−α(L/2) = −C sin(βL/2) +D cos(βL/2)
αAe−α(L/2) = βC cos(βL/2) + βD sin(βL/2)
C sin(βL/2) +D cos(βL/2) = Ge−αL/2

βC cos(βL/2)− βD sin(βL/2) = −αGe−αL/2

(15)

Note que, apesar de se ter um sistema com 4 equações
e 4 variáveis, verifica-se também equações que são
múltiplas umas das outras. Em tais situações, o deter-
minante da matriz formada pelos coeficientes do sistema
é nulo [19], portanto:

∣∣∣∣∣∣∣∣
e−αL

2 − sin
(
β L

2

)
cos

(
β L

2

)
0

αe−αL
2 β cos

(
β L

2

)
β sin

(
β L

2

)
0

0 sin
(
β L

2

)
cos

(
β L

2

)
e−αL

2

0 β cos
(
β L

2

)
−β sin

(
β L

2

)
−αe−αL

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

O cálculo desse determinante leva à equação:

β2 − 2βα cot(2βL)− α2 = 0 (16)

que possui duas soluções posśıveis para α expressas
por:

α = −β (cot(βL)± csc(βL)) (17)

onde a primeira solução corresponde a

α = β tan

(
β
L

2

)
(18)

enquanto a segunda é dada por

α = −β cot
(
β
L

2

)
(19)

Vemos assim, que ambos os resultados obtidas para a
equação (17) são funções transcendentes e, dessa forma,
são irredut́ıveis a uma razão entre polinômios de modo
que não podem ser expressas em termos de funções ele-
mentares nem possuem uma solução exata que possa ser
expressa por funções conhecidas. Dessa maneira, o uso
de métodos numéricos para obter uma solução torna-se
imprescind́ıvel [6].
Lembrando que, nas equações (5) e (7), define-se os

termos α e β como

α =

√
−2mE

ℏ
β =

√
2m(E + V0)

ℏ
.

Pode-se multiplicar ambas as equações por um parâmetro
L/2 e, elevá-las ao quadrado e, em seguida, somá-las para
obtermos:

α2L2 + β2L2 =
2mV0
ℏ2

L2. (20)
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Observa-se que a equação (20) descreve um ćırculo cen-
trado na origem de um plano (αL, βL), com um raio
R = (2mV0)

1/2L/ℏ. Dessa forma, nota-se que cada
ćırculo formado a partir da equação (20) dependerá de
V0L

2.
Os pontos resultantes das interseções entre a equação

(20) e as soluções de α descritas em (18) e (19) de-
terminam as energias pares e ı́mpares do sistema, re-
spectivamente [20]. Para ilustrar, considere R = 1 e
R = 2 na equação (20). Os valores de V0 que satisfazem
(2mV0)

1/2L/ℏ = 1 e (2mV0)
1/2L/ℏ = 2 correspondem

a ńıveis energéticos espećıficos. Esses ńıveis energéticos
são representados pelos pontos ▲ e ♦ na figura (2). Já
para R = 4 ou seja, V0L

2 = 8m/ℏ2, a part́ıcula pode ter
dois estados pares com suas energias representadas pelos
pontos •.

Figure 2: Solução gráfica das equações (5), (7) e (20).

Vale ainda observar que o ćırculo de raio R = 2 na
figura (2) determina dois ńıveis energéticos: o estado
fundamental par representados pelo ponto ♦, e um ńıvel
ı́mpar simbolizado pelo ponto ⋆ [20].

Portanto, pode-se perceber que a resolução gráfica da
equação de Schrödinger é uma abordagem laboriosa e
limitada em termos de precisão e acurácia, tornando-se
praticamente inviável para sistemas quânticos maiores.
Por outro lado, os métodos numéricos são mais versáteis
e aplicáveis a uma ampla variedade de problemas f́ısicos.
Eles permitem o estudo de sistemas diversos, desde
part́ıculas isoladas até sólidos, moléculas complexas e
sistemas em movimento, demandando uma quantidade
razoável de recursos computacionais e proporcionando
resultados muito mais precisos.

III. METODOLOGIA

A. Método de Diferenças Finitas

O método de diferenças finitas é utilizado para con-
verter uma equação diferencial, seja ela ordinária ou par-

cial, linear ou não, em um sistema de equações algébricas.
Nesse método, as incógnitas são os valores da função em
cada ponto de um conjunto discreto de pontos, chamado
de reticulado, que é obtido por meio da discretização
da variável de integração x. É importante mencionar
que o método possui certa ambiguidade, uma vez que as
derivadas podem ser aproximadas utilizando diferenças
finitas ascendentes, descendentes ou centradas em relação
ao ponto desejado [21]. Quando é necessário estimar val-
ores para pontos que não estão inclúıdos no conjunto dis-
creto do domı́nio, é posśıvel recorrer a técnicas de inter-
polação para obter uma estimativa aproximada desses
valores [22].
A aplicação do método de diferenças finitas consiste em

transformar o domı́nio cont́ınuo em um domı́nio discreto,
dividindo-o em pontos. Podemos definir um intervalo
de x = 0 a x = L como sendo nosso domı́nio para, em
seguida, divid́ı-lo em um número espećıfico de pontos com
um espaçamento determinado. Portanto, quanto maior
for o número de pontos utilizados, mais precisa será a
solução, mas com um custo computacional igualmente
elevado.
No método de diferenças finitas para o cálculo de

derivadas em equações diferenciais, utiliza-se a fórmula
de Taylor para obter aproximações desconsiderando-se
os termos de ordem superior.
Dessa forma, para resolver a equação de Schrödinger no

intervalo [x0, xn+1], discretiza-se esse intervalo em uma
malha de n + 1 pontos (Figura 3), dividindo-o em sub-
intervalos de tamanho h definido como:

h = xi+1 − xi, (21)

de tal forma que cada ponto na malha seja dado por

xi = x0 + i · h i = 0, 1, . . . , n+ 1. (22)

No método das diferenças finitas, existem várias opções

Figure 3: Representação de uma malha obtida por meio
da discretização da variável de integração x.

para aproximar a segunda derivada, e uma delas é a
segunda derivada centrada, que pode ser expressa da
seguinte forma

Ψ′′(x) =
ψ(x+ h)− 2ψ(x) + ψ(x− h)

h2
(23)

Essa aproximação é calculada utilizando valores de
pontos vizinhos ao ponto de interesse, de forma que a
derivada seja estimada de maneira mais precisa.
Pode-se simplificar as equações a partir daqui usando

o sistema de unidades naturais [23] e considerar ℏ = m =
1. Desse modo, a equação de Schrödinger (4) pode ser
escrita como:

5
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−1

2

ψα(xi+1)− 2ψα(xi) + ψα(xi−1)

h2
+ U(xi)ψα = Eψα

(24)
Ao realizar cálculos numéricos, geralmente usamos um

valor finito n para o número de pontos. Isso resulta
em um número limitado de autoenergias, denotado por
αmax, juntamente com seus correspondentes autoestados.
A razão para isso é que, ao dividirmos o intervalo em n
pontos, obtemos uma matriz n × n, cuja equação car-
acteŕıstica é uma equação de grau n com n ráızes que
representam os n menores autovalores.

A precisão no cálculo dos autovalores de energia é ap-
rimorada ao refinar o esquema de discretização, o que en-
volve o aumento do número de pontos n no reticulado e a
redução do espaçamento h entre eles [21]. Ao aplicarmos
a equação (29) de x1 a xn, obtém-se um sistema algébrico
com n equações e n+2 incógnitas, representando os val-
ores da função ψ(xi) nos pontos (x0, x1, · · · , xn+1). No
entanto, determina-se os valores de ψ(xi) nesses pontos
com base nas seguintes condições de contorno:

ψα(x0) = ψα(xn+1) = 0. (25)

A condição de contorno expresssa em (25) é adequada
para encontrar autofunções localizadas de sistemas com
potenciais finitos, como as autofunções correspondentes
aos ńıveis discretos de energia de um poço de poten-
cial. Entretanto, é importante considerar um intervalo
suficientemente grande em relação à região classicamente
permitida, onde as autofunções apresentam valores sig-
nificativos [24]. Por conta disso, escolhemos L = 20 a.u.,
um valor maior que os diâmetros atômicos dos elementos
elencados na Tabela (I).

Portanto, ao impor a condição de contorno mencionada
acima, obtém-se um sistema de equações algébricas que
possui uma solução única. Expressa-se esse sistema como
uma equação de autovalores que, na forma matricial,
pode ser descrita ao considerar a função como um ve-
tor coluna da seguinte maneira:

H(xi)


ψα(x1)
ψα(x2)

...
ψα(xn)

 = Eα


ψα(x1)
ψα(x2)

...
ψα(xn)

 (26)

onde Eα a auto-energia correspondente a cada auto-
função ψα(xi) que, por sua vez, pode ser expresso pelo
vetor coluna

ψα(xi) =


ψα(x1)
ψα(x2)

...
ψα(xn)

 (27)

O hamiltoniano H(xi) =
1

mh2 +U(xi) da equação (26)
pode ser expresso na forma de uma matriz tridiagonal

dada por:

H(xi) =


h(x1) − 1

2h2 0 0 · · · 0
− 1

2h2 h(x2) − 1
2h2 0 · · · 0

0 − 1
2h2 h(x3) − 1

2h2 · · · 0
...

...
...

... · · ·
...

0 · · · 0 − 1
2h2 h(xn)

 (28)

É importante observar que a matriz tridiagonal da
equação (28) é real e simétrica, o que implica em sua
diagonalizabilidade. Como resultado, existe uma base de
autovetores associados.
Com esse objetivo em mente, desenvolvemos funções

algébricas que fornecem soluções aproximadas para a
equação de Schrödinger. Essas soluções permitem obter
os valores de energia E em relação ao comprimento da
caixa de potencial V de maneira conveniente e precisa.
O Python [25] é uma linguagem de programação pop-

ular e versátil, amplamente utilizada para realizar mod-
elagens numéricas, incluindo o método de diferenças fini-
tas. Com Python, é posśıvel criar interfaces gráficas para
interação do usuário com o modelo e integrar outras bib-
liotecas e ferramentas para fins espećıficos. As bibliotecas
cient́ıficas como NumPy, SciPy e Matplotlib fornecem as
funcionalidades necessárias para realizar essas modela-
gens de forma eficiente e conveniente. Utilizando scripts
em Python (Apêndice A), implementa-se a equação (24)
para modelar uma caixa de potencial com largura L, a
qual está contida em um intervalo de integração consider-
avelmente maior, de x0 = −10 a xn+1 = 10, dividido em
5.000 pontos. Consequentemente, o passo de integração
será h = 20

(n+1) , ou seja, h = 0.004. Portanto, a equação

(24) fica assim escrita:

31250 [2ψ(xi)− ψ(xi + 0.004)− ψ(xi − 0.004)]+
+U(xi)ψ(xi) = Eψ(xi)

(29)

onde i ∈ {1, 2, · · · , n}.

B. Método Hartree-Fock

Com o objetivo de validar o método de diferenças fini-
tas para resolver a equação de Schrödinger, utilizou-se
como referência, o método Hartree-Fock [26–28], que é
um método quântico de primeiros prinćıpios (ab initio),
em estrutura eletrônica, que soluciona de forma aprox-
imada para o estado fundamental de um sistema de
muitos corpos, como elétrons em um átomo, molécula(s)
ou em uma estrutura periódica (sólido) [29, 30]. Utilizou-
se o programa Gaussian 09 [31] com o método Hartree-
Fock não restrito (Unrestricted Hartree-Fock ou UHF)
para descrever os átomos isolados de H, Li, Na e K. O
método Hartree-Fock não restrito foi utilizado, pois este
formalismo considera as situações em que há elétrons de-
semparelhados [32], como os átomos em questão. Con-
juntamente ao método UHF, utilizou-se um conjunto de
base aumentada aug-cc-pVQZ [33–35]. A combinação
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linear de conjuntos de bases é usada para descrever or-
bitais atômicos ou moleculares. A base aug-cc-pVQZ foi
escolhida para descrever com qualidade e confiabilidade
os átomos de H, Li, Na e K.

IV. RESULTADOS

Neste artigo, foi empregado o método numérico de
diferenças finitas para resolver a equação de Schrödinger
em uma caixa de potencial unidimensional, considerando
os elementos H, Li, Na e K da famı́lia 1A da tabela
periódica. Inicialmente, realizou-se uma estimativa das
profundidades do poço potencial (V0) que se aproximam
melhor das energias do estado fundamental para esses
átomos na aproximação Hartree-Fock com base aug-cc-
pVQZ. Essa estimativa foi obtida levando-se em conta
o diâmetro atômico (L) [36] e a energia correspondente
(E) do estado fundamental, respectivamente, conforme
apresentado na Tabela (I).

Table I: Átomo, diâmetro atômico (L), profundidade
estimada da caixa (V0) e a energia do estado

fundamental do átomo na aproximação Hartree-Fock.

Elemento L (Bohr) V0 (Ha) E (Ha)

H 2.00000 -0.869085 -0.49995

Li 5.85815 -0.260690 -0.19636

Na 7.18096 -0.229200 -0.18219

K 8.88171 -0.180115 -0.14763

No Apêndice A é detalhado o script utilizado para
obter as auto-energias e os vetores das funções de onda
associadas a potenciais em formato de caixa finita. Com
os dados obtidos, esboçou-se o formato de cada uma das
caixas de potenciais, com suas larguras e energias es-
pećıficas, bem como a amplitude da função de onda rela-
cionada (Figura 4). Vale resssaltar que a posição próxima
da linha que representa o estado de energia fundamental
de cada uma das amplitudes das funções de onda repre-
sentadas na Figura 4 é meramente ilustrativa, uma vez
que, por conta de sua natureza probabiĺıstica, a ampli-
tude da função de onda é sempre não negativa.

Para determinar a relação entre a energia (E), o po-
tencial (V ) e a largura (L) no caso do poço de poten-
cial, realizou-se um ajuste de curva (fit) sobre os da-
dos numéricos que relacionam o auto-valor de energia
com o potencial e a larguara da caixa, usando os dados
da Tabela (I) para verificar a função encontrada está de
acordo com os valores encontrados de auto-energia.

Utilizou-se um script em Python para ajustar uma
função matemática aos dados fornecidos e encontrar os
parâmetros que melhor descrevem o relacionamento en-
tre as variáveis V , L e E (representados no Apêndice
B como x, y e z, respectivamente). Assim, o modelo
espećıfico encontrado que melhor se ajustou aos nossos

dados pode ser expresso pela equação:

E(V,L) = a · ln(−V · L) + b · L · 3
√
V + c (30)

Onde os parâmetros a, b e c são mostrados na Tabela
(II).

O script mostrado no Apêndice B também calcula
o R2, que é uma medida estat́ıstica bastante útil para
avaliar se a função ajustada corresponde a uma boa rep-
resentação da relação entre as variáveis x, y e z [37]. Em
outras palavras, podemos dizer que o R2 é usado para
medir o quão bem a superf́ıcie ajustada pelo modelo se
ajusta aos pontos de dados. Assim, quando temos R2

próximo de 0 conclúımos que o modelo sugerido não con-
segue explicar a variação dos dados, pois não se ajusta
bem aos pontos experimentais, indicando que o mod-
elo não é adequado para descrever a relação entre as
variáveis. Por outro lado, quando R2 é muito próximo
de 1, o modelo se ajusta muito bem aos dados e consegue
explicar a maior parte da variação observada nos pontos
experimentais.

Nas simulações, o valor do R2 obtido foi de 0.992,
mostrando que a função expressa pela equação (30) con-
stitui um excelente modelo para descrever os dados da
Tabela (I).

Table II: : Valores dos parâmetros para a função
E(V,L)

Parâmetro Valor

a -0.000647356137339

b 0.519336824404956

c 0.053798824983228

A Figura (5) exibe a superf́ıcie gerada pela função (30)
com base nos valores de V0 e L da Tabela (I). Através da
graduação de cores nessa superf́ıcie, pode-se visualizar a
relação entre os valores de V0 e L e a energia E. Dessa
forma, o gráfico facilita a visualização das situações lim-
ites: à medida que o valor do potencial aumenta e o da
largura (diâmetro atômico) diminui, as energias verifi-
cadas diminuem (região em azul). Por outro lado, quanto
menor for o valor do potencial e maior o da largura, a en-
ergia tende a aumentar (região em vermelho).
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Figure 4: Comparação das funções de onda dos átomos Hidrogênio (H), Ĺıtio (Li), Sódio (Na) e Potássio (K) com
seus poços de potencial da Tabela I.

Figure 5: Gráfico da função de ajuste energia E(V,L).
Na parte inferior a projeção no plano V xL.

V. CONCLUSÕES

Devido à grande complexidade envolvida na obtenção
das auto-energias da equação Schrödinger para um poço
de potencial finito usando métodos anaĺıticos, é comum
ver essas soluções sendo apresentadas de forma gráfica
nos livros texto de f́ısica quântica. Por conta dessal
limitação, propomos um algoritmo em python que pro-
duz a solução numérica por diferenças finitas depen-
dendo apenas dos parâmetros V0(profundidade da caixa)
e L(Largura da caixa). A partir destas soluções com uma
ampla variação em V0 no intervalo (-0.180 a -0.900 Ha) e
L no intervalo (2.0 a 8.88 a.u), determinamos para quais
profundidades da caixa e diâmetros experimentais dos
átomos hidrogenóides H, Li, Na e K, as energias do es-
tado fundamental se aproximam com mais precisão (5
casas decimais) daquelas obtidas pelo método inteira-
mente ab-initio, como Hartre-Fock com uma base aug-
cc-pVQZ. Desta forma, caracterizamos qual caixa de po-
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tencial finita corresponde a cada um destes átomos. Por-
tanto, podemos utilizar esta aproximação para resolver
o problema de um único elétron sujeito a um portencial
para obter o mesmo resultado (com boa aproximação)
que o obtido pelo método Hartree-Fock, uma das técnicas
mais utilizadas em mecânica quântica de muitos corpos.
Além disso, com os 10 mil pontos de solução numéricas
da equação de Schrödinger, propusemos uma função de

ajuste da forma: E(V,L) = a · ln(−V L) + b · L 3
√
V + c,

que se ajusta muito bem aos dados gerados (R2 ≃ 0.992).
Esta função permite se estimar a profundidade da caixa
para valores de auto-energias sem ter que resolver nova-
mente a equação de Schrödinger. O código apresentado
em python pode ser facilmente adaptado para estudar
soluções de equação de Schrödinger para formas de poten-
cial mais complexas que não possuem solução anaĺıtica.
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Appendix A: Script em Python para encontrar as
auto-energias em função do potencial e da largura,

bem como as respectivas funções de onda dos
elementos qúımicos relacionados na tabela (I).

import numpy as np
from scipy.linalg import eigh_tridiagonal
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

# Constantes
Ev = 27.2114 #1 Hartee em Ev
Borh = 18.89725 #1 nm em Borh Radius
L = 10#em Borh
N = 5000 #Matriz
x = np.linspace(-L, L, N) # em Borh
dx = x[1] - x[0]

def cria_caixa(largura, in_box, out_box, x,
N):↪→

#Unidades: nm,Ev,Borh,admensional
U_vec = np.zeros(N)
profundidade = in_box/Ev
out_box = out_box/Ev
largura = largura*Borh
for i, y in enumerate(x): #i=posiç~ao

,y=valor↪→

if y < -largura/2 or y >largura/2:
U_vec[i] = out_box

else:
U_vec[i] = -profundidade

return U_vec

def resolve_autovalor(Potencial):
d= Potencial + 1/(dx**2) # diagonal

principal↪→

e= np.ones(N-1)/(-2*dx**2) # diagonais de
cima e de baixo↪→

vals, vecs = eigh_tridiagonal(d, e,
eigvals_only=False, select='a')↪→

#print(np.round(vals[:5],3)*Ev)
return vals, vecs

def AcharV(L,V):
Ev = 27.2114 #1 Hartee em Ev
Borh = 18.89725 #1 nm em Borh Radius
#largura,in_box,out_box,x,N
Pot = cria_caixa(L/Borh, V*Ev, 0, x, N)
#Unidades: nm,Ev,Borh,admensional
vals, vecs = resolve_autovalor(Pot)
print(vals[0])
return vecs[:,0]

# Loop para encontrar o autovalor em funç~ao
do Potencial e Largura.↪→

potenciais = -np.linspace(-9.5, -1.5, 200)*Ev
#em Ev↪→
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larguras = np.linspace(0.5, 10.5, 50)/Borh #
em nm↪→

dic = {'Potencial':[], 'Largura': [],
'Energia': []}↪→

for i in potenciais:
for y in larguras:

V = cria_caixa(y,i, 0, x, N)
#largura,in,out,x,N↪→

vals, vecs = resolve_autovalor(V)
dic['Potencial'].append(-i)
dic['Largura'].append(y)
#print('-------------------------')
#print(f'Potencial: {i} \n Largura

{y} \n Energia: {vals[0]}')↪→

dic['Energia'].append(vals[0])

#Salvando os Dados
dados = pd.DataFrame(dic)
dados.to_csv('Potencia_Largura_energia_refinado',

index = False)↪→

# Código para encontrar os vetores da funç~ao
de onda↪→

# Hidrogênio
vec = AcharV(2.00000, 0.869085)
df = pd.DataFrame(np.array((x, vec)).T)
df.to_csv('dados_H.dat', sep = ' ')

#Litio: *0.19636
vec = AcharV(5.85815,0.260690)
df = pd.DataFrame(np.array((x, vec)).T)
df.to_csv('dados_L.dat', sep = ' ')

#Sódio: -0.18219
vec = AcharV(7.18096,0.229200)
df = pd.DataFrame(np.array((x, vec)).T)
df.to_csv('dados_Na.dat', sep = ' ')

#Potassio: -0.14763
vec = AcharV(8.88171,0.180115)
df = pd.DataFrame(np.array((x, vec)).T)
df.to_csv('dados_K.dat', sep = ' ')

Appendix B: Script em Python para gerar os
parâmetros da Tabela II

import numpy as np
from scipy.optimize import minimize

# Read the data file (replace 'data_file.csv'
with your file path)↪→

data = np.genfromtxt('caminho do arquivo de
dados', delimiter=' ', skip_header=True)↪→

x, y, z = data[:, 0], data[:, 1], data[:, 2]

# Define a funç~ao para o fit
def model_func(params, x, y):

a, b, c = params
return a * np.log(-x * y) + b * x *

y**(1/3) + c↪→

# Defina a funç~ao objetivo (soma dos resı́duos
quadrados)↪→

def objective(params):
return np.sum((model_func(params, x, y) -

z)**2)↪→

# Execute a otimizaç~ao
initial_guess = [1.0, 1.0, 1.0] # chute

inicial para a,b,e c↪→

result = minimize(objective, initial_guess)

# Extrai os parâmetros otimizados
optimal_params = result.x
a_optimal, b_optimal, c_optimal =

optimal_params↪→

# Calcula o R-quadrado
def r_squared(y_actual, y_predicted):

y_mean = np.mean(y_actual)
ss_total = np.sum((y_actual - y_mean)**2)
ss_residual = np.sum((y_actual -

y_predicted)**2)↪→

r_sq = 1.0 - ss_residual / ss_total
return r_sq

# Calcular R-quadrado para o modelo ajustado
z_predicted = model_func(optimal_params, x,

y)↪→

r_squared_value = r_squared(z, z_predicted)

# Calcular R-quadrado ajustado
num_data_points = len(z)
num_independent_vars = 3 # Number of

independent variables in the model
(a,b,c)

↪→

↪→

adjusted_r_squared = 1 - (1 -
r_squared_value) * (num_data_points - 1)
/ (num_data_points - num_independent_vars
- 1)

↪→

↪→

↪→

print("Optimized Parameters: a =", a_optimal,
"b =", b_optimal, "c =", c_optimal)↪→

print("R-squared:", r_squared_value)
print("Adjusted R-squared:",

adjusted_r_squared)↪→

# Plotagem dos resultados (opcional)
import matplotlib.pyplot as plt

fig, ax = plt.subplots()
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B SCRIPT EM PYTHON PARA GERAR OS PARÂMETROS DA TABELA II

# Valores mı́nimo e máximo desejados para a
normalizaç~ao↪→

z_min_desired = -0.8
z_max_desired = 2.0

# Valores mı́nimo e máximo do intervalo da
barra de cores↪→

z_min_interval = -0.8
z_max_interval = 2.0

# Normalizaç~ao personalizada de z para o
intervalo desejado↪→

z_normalized = (z - np.min(z)) / (np.max(z) -
np.min(z))↪→

z_adjusted = z_normalized * (z_max_desired -
z_min_desired) + z_min_desired↪→

ax.scatter(x, y, c=z_adjusted, cmap='jet',
label='Data')↪→

ax.set_xlabel(r'$V_0$ [U.A]')
ax.set_ylabel('L [U.A]')
ax.set_title('Dados e Funç~ao Ajustada')
x_grid, y_grid =

np.meshgrid(np.linspace(min(x), max(x),
100), np.linspace(min(y), max(y), 100))

↪→

↪→

z_fit = model_func(optimal_params, x_grid,
y_grid)↪→

ax.contour(x_grid, y_grid, z_fit, levels=10,
colors='black', linewidths=0.5)↪→

cbar = plt.colorbar(ax.scatter(x, y,
c=z_adjusted, cmap='jet', label='Data'),
ticks=np.arange(z_min_interval,
z_max_interval + 0.1, 0.4))

↪→

↪→

↪→

# Define o rótulo da barra de cores
cbar.set_label('E [Eh]')
#plt.legend()
plt.show()

def calc_func(params, x, y):
a, b, c = optimal_params
return a * np.log(-x * y) + b * x *

y**(1/3) + c↪→

print('a-energy= ',
calc_func(optimal_params,-0.9, 2.81))↪→
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