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Neste artigo, resolvemos numericamente a equagdo de Schrodinger para um elétron sujeito a
potencial caixa unidimensional de profundidade finita. Aplicamos este modelo amplamente explo-
rado em fisica, aos dtomos H, Li, Na e K da familia 1 A da tabela periédica, cujos elétrons na
camada de valéncia possuem momento angular orbital [ = 0. A fim de obter uma estimativa da
profundidade de um potencial caixa finito que melhor represente cada dtomo. Determinamos qual
profundidade de caixa e largura (didmetro atémico) reproduz as auto-energias do estado funda-
mental obtidas através do método ab-initio Hartree-Fock com uma base aug-cc-pVQZ. Além disso,
variamos a profundidade Vj no intervalo (-0.9 a -0.108 Ha em steps de 0.008) e largura L no inter-
valo (1.9 a 8.83 Bohr em steps de 0.07) de potenciais caixas (totalizando 10 mil solu¢ées numéricas
para obtengao das auto-energias) e a partir destes resultados, propusemos uma fungao de ajuste da
forma: E(V,L) = a-In(—=VL)+b- LYV + ¢, fungio da profundidade da caixa V; e da largura da
caixa L(didmetro atémico dos elementos) que apresentou um acordo excelente de R? ~ 0.992. Desta
forma, pudemos com uma aproximagcao de tdo simples como equagdo de Schrédinger para apenas
um elétron confinado num potencial unidimensional reproduzir o resultado do problema de muitos
corpos como um atomo hidrogendide.
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I. INTRODUGCAO: CONTEXTO HISTORICO

No inicio do século XX foi possivel verificar por meio
de experimentos que as particulas atomicas possuem uma
natureza ondulatéria, ou seja, suas leis de movimento
sao as mesmas usadas para descrever a propagacao de
ondas [1]. Dessa forma, hoje sabe-se que, por exem-
plo, os elétrons exibem padroes de difragao ao passar por
uma fenda dupla, comportamento andlogo ao verificado
nas ondas de luz. Portanto, era bastante plausivel su-
por que o comportamento das particulas atomicas pode-
ria ser matematicamente representado por uma entidade
matemadtica chamada fun¢do de onda [2], um conceito
que demandou a contribuicdo de muitos fisicos até cul-
minar em sua atual interpretacao, que envolve a ideia de
densidade de probabilidade.

Na mecénica quantica, a funcao de onda 1 (z,t) corre-
sponde a forma mais completa de descrever um sistema
fisico. Isso foi demonstrado pelo fisico austriaco Erwin
Schrodinger [3] que, em 1926, publicou um estudo onde
aparece pela primeira vez a sua famosa equagao diferen-
cial parcial que usa a fun¢ao de onda para modelar o es-
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tado quantico de um sistema fisico evoluindo no tempo.
Vale enfatizar que a funcao de onda, por si s6, é uma
representagao abstrata do estado do sistema, sem signifi-
cado fora do contexto da mecéanica quantica. Além disso,
por ser uma quantidade complexa, sua medida direta por
meio de um instrumento fisico é impossivel [4].

Essencialmente, a equagao de Schrodinger pode ser for-
mulada de duas maneiras distintas: uma que é depen-
dente do tempo e outra que é independente do tempo
[5]. De forma geral, podemos expressi-la da seguinte
maneira:

R ()
2m  dx?

E quando nao houver dependéncia temporal, basta fazer
t = 0 na equacao (1). A solugdo da equagdo (1) por
métodos analiticos depende do potencial U(x,t) escol-
hido e das condic¢bes de contorno impostas a equagao.
Por conta dessa restricao, é comum haver uma maior pre-
feréncia pelas abordagens numéricas disponiveis na liter-
atura. As solugoes da equagao de Schrodinger sao capazes
de descrever sistemas moleculares, atomicos, subatomicos
e alguns sistemas macroscépicos [6].

No que diz respeito a abordagem analitica para re-
solver a equagao de Schrodinger, encontra-se na liter-
atura varios pesquisadores renomados que contribuiram

+ U(xat)'w = EQ/J(»TJ) (1)
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de forma significativa a fisica ao lidar com o prob-
lema. Podemos citar o préprio Erwin Schrodinger como o
primeiro a desenvolver uma solucao analitica, utilizando
para isso técnicas matematicas avancadas, como a super-
posicao de ondas e a separagdo de varidveis [5]. No ano de
1928, o fisico britanico Paul Dirac divulgou o primeiro de
uma sequéncia de estudos que visavam combinar a teo-
ria quantica com a teoria da relatividade de Einstein.
Nesses trabalhos, ele apresentou uma explicagao rela-
tivistica para a propriedade do spin do elétron utilizando
métodos analiticos, como a algebra de operadores, para
resolver a equacao de Schrodinger relativistica e descr-
ever o comportamento de particulas subatomicas de altas
energias [7].

Em 1948 Richard Feynman publicou a sua abordagem
inovadora para resolver a equagao de Schrodinger, uma
técnica que hoje é conhecida como Integrais de Cam-
inho. Sua proposta consiste em admitir que as particulas
seguem todas as trajetérias possiveis simultaneamente,
de tal forma que cada trajetéria possui um fator de am-
plitude relacionado capaz de interferir com as outras tra-
jetorias. Essa abordagem permitiu calcular probabili-
dades de transicdo entre diferentes estados quanticos [8].

Em 1953 Max Born apresentou a sua interpretacao
probabilistica da solugao da equacgao de Schrodinger,
também conhecida como funcao de onda. A sua ideia
parte do principio basico de densidade de probabilidade
p(x,t), que descreve a probabilidade de encontrar uma
particula em uma determinada posi¢ao x e num instante
t [9]. Assim, de acordo com Born, a probabilidade de
se encontrar uma particula num intervalo x + dx é dada
pelo quadrado da amplitude da funcao de onda, ou seja:

plz,t) = [¥(z, 1) (2)

Entao, levando-se em consideracao todo o espago, tere-
mos:

“+o0
[ waopd=1 3)
— 00

Diversos pesquisadores adotaram diferentes metodolo-
gias analiticas para solucionar a equagao de Schrodinger,
cada uma contribuindo significativamente para a com-
preensao da mecanica quantica e a descricao de sistemas
fisicos quanticos. Um exemplo recente é o trabalho de
Makowski (1991), no qual ele apresentou solugoes exatas
para trés variagoes de um poco infinitamente profundo
com limites moéveis. Além disso, Makowski propos e solu-
cionou com precisao uma modificagao especial do modelo
classico do acelerador de Fermi, adaptando-o para o con-
texto quantico [10].

Apesar dos avangos das abordagens analiticas, os
métodos numéricos tiveram um papel crucial na solugao
da equacao de Schrodinger, especialmente devido ao
rapido crescimento do poder de processamento dos com-
putadores presenciado nas ultimas décadas.

Em 1969, Doscher e Rice investigaram o problema de
uma particula em um poco de potencial quadrado in-
finito unidimensional com paredes que se movem a uma

velocidade constante. Para abordar essa questao, eles
empregaram um método que consistia em comparar um
conjunto completo de fungoes, que sao solucoes exatas
da equacao de Schrédinger dependente do tempo, com
um tratamento de perturbagao de primeira ordem. O
estudo incluiu resultados numéricos para uma particula
inicialmente no estado fundamental [11]. Hawk e Hard-
castle publicaram em 1976 os resultados de um estudo em
que descrevem a equacao de Schrodinger para os estados
do orbital s do dtomo de hélio [12]. Para resolver esse
problema, os pesquisadores converteram a equacao difer-
encial eliptica encontrada em um conjunto de equagoes
de diferencgas finitas, alcangando a solucao por meio de
uma técnica iterativa.

Em 1989, Marston e Balint-Kurti propuseram um
método inovador para calcular autovalores e autofungoes
da equacao de Schrodinger. Eles desenvolveram uma
abordagem baseada no algoritmo da transformada disc-
reta de Fourier e aplicaram-na ao método hamiltoniano
da grade de Fourier. Essa abordagem permitiu obter as
autofuncoes diretamente em pontos especificos da grade,
exigindo apenas a avaliagdo do potencial nesses pontos
[13]. Em 2000, Aronstein e Stroud propuseram uma
solugao em série para os niveis de energia de um potencial
quadrado finito unidimensional na mecéanica quantica.
Essa solucao é 1til para aproximacoes locais e globais
do espectro de energia, além de permitir uma descrigao
analitica de fendmenos dinamicos, como o calculo das
escalas de tempo para o movimento classico e revivals
de estados excitados no potencial [14]. Em 2004, Strik-
werda publicou uma solugdo numérica da equagao de
Schrodinger usando o método de diferencas finitas [15].

Anders W. Sandvik publicou um artigo em 2013
[16] onde apresentou uma solu¢do numérica da equagdo
de Schrodinger utilizando um método multipasso lin-
ear de quarta ordem conhecido como método de Nu-
merov. Também usando o algoritmo de Numerov, Danny
Bennett resolveu (em 2015) a equagdo de Schrodinger
para diferentes potenciais, incluindo o poco quadrado, o
harmoénico e o linear. Nesse estudo, as fungoes de onda
foram integradas com o algoritmo Numerov usando uma
energia inicial de teste. Em seguida, desenvolveu-se uma
funcao para determinar os autoestados do potencial, per-
mitindo obter solugoes numéricas sem a necessidade de
conhecer as solugdes analiticas [17].

A partir dessa breve exposicao histérica, na qual desta-
camos alguns progressos notaveis alcancados por meio
do estudo da equacgao de Schrodinger, observamos que
uma solucao analitica é invidvel na maioria dos casos,
enquanto que os métodos numéricos se mostram como
importantes aliados para a obtencgao de solugoes aproxi-
madas satisfatorias. Esses métodos sao essenciais para
obter resultados quantitativos, estudar sistemas com-
plexos, validar teorias e avancar na compreensao da fisica
quantica. Eles desempenham um papel fundamental na
pesquisa e no progresso do conhecimento nessa area.

Neste artigo, propomos utilizar o método numérico de
diferencas finitas para resolver a equacao de Schrodinger
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em uma caixa de potencial unidimensional. Aplicare-
mos esse método aos elementos da familia 1 A da tabela
periddica, cujos elétrons na camada de valéncia possuem
momento angular orbital [ = 0. Essa caracteristica re-
sulta em solugbes da equacao de Schrodinger que corre-
spondem a fungoes radiais com orbitais esféricos. Nesse
cenario de confinamento unidimensional, a profundidade
da caixa é associada ao potencial Vjy, enquanto a largura
L representa o didmetro do atomo.

O objetivo é estimar valores aproximados das profun-
didades de potencial e calcular as energias que resultem
em valores muito préoximos das energias do estado fun-
damental para os elementos H, Li, Na e K, levando em
consideragao seus respectivos didmetros atomicos (repre-
sentados pela largura L).

Com base nos dados coletados, pode-se ajusta-los
para encontrar uma fungao matematica que melhor se
adapte aos pontos experimentais. O objetivo é estab-
elecer uma relagao entre as autoenergias E da equagao
de Schrodinger, a largura L, e a profundidade da caixa
de potencial V. Essa fungao ird representar, de forma
aproximada, o comportamento dos dados e permitir pre-
visoes para valores nao observados.

A vantagem adicional dessa abordagem é que a fungao
aproximada encontrada nao possui a complexidade iner-
ente das solugoes analiticas. Por fim, vale ressaltar que,
na andlise realizada neste trabalho, excluimos os elemen-
tos Rb, Cs e Fr, uma vez que requerem corregoes rela-
tivisticas no cédlculo das auto-energias.

II. SOLUCAO ANALITICA

A equacao de Schrodinger unidimensional para uma
particula de massa m com energia total £ em um poten-
cial U(x) é dada por:

Para resolver essa equagao, vamos considerar aqui um
pogo finito de comprimento L onde o potencial U(x) rep-
resenta uma constante positiva V; e que admite estados
ligados (E < 0).

Dentre essas consideragoes, as equagoes a seguir sao
satisfeitas pela funcao de onda que nao depende do
tempo:

e Regido I x < —L/2, onde U(x) =0
P

" 2m da?

= Ed)h

que pode ser escrita como

d*¢
da? = 02¢1, (5)
onde a = %mE, com E < 0. A solucao dessa

diferencial ordindria possui uma solucao geral da

forma
1(z) = Ae™® 4+ Be™**

que, para se tornar fisicamente admissivel, deve-
se analisar seu comportamento quando z — —oo.
Com isso, observa-se que o segundo termo de 91 ()
diverge, resultando em:

P1(x) = Ae®” Vo< —L/2 (6)
Regiao II: —L/2 <z < L/2, onde U(z) = -V}

_ 2 &y
2m dx?

— Voo = Evfn,
que pode ser expressa como

d?a)q
dx?

onde 8 = 7V2m(hE+V°)

Nessa regido intermedidria regida por wq(x), a
solugao geral pode ser expressa pela equagao

= —B¢o, (7)

o(x) = Ce'P? 4 De~iBx

No entanto, ao impor a condicao de que a nossa
funcdo potencial é par, ou seja, V(x) = V(—x),
podemos supor, sem perda de generalidade, que as
solugdes sdo fungoes pares ou {mpares [18] e satis-
fazem a equacao estacionaria de Schrodinger com
a mesma autoenergia F [4]. Portanto, expressar a
solucdo em termos de senos e cossenos nos permite
uma exploracao mais direta dos resultados, ou seja:

Yo(x) = Csin(Bx) + D cos(Bx) (8)
Regiao III: x > L/2, onde U(x) =0

R
2m dx?

= —Evs,
que pode ser escrita como

d*ys
dx?

= a2w3a (9)

A solucao dessa diferencial ordindria possui uma
solucao geral andloga & que foi obtida para 1, ou
seja:

Y3(x) = Fe®" + Ge™**

Assim, quando z — 00, observa-se o primeiro termo
de ¥3(z) divergir, resultando em:

P3(x) = Ge™* Vo> L/2
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V(z)=0 V(z)=0

() (I) (IIT)
Figure 1: Poco de potencial com profundidade Vj e
comprimento L.

Dessa forma, a solugao geral da equacao (4) para cada
uma das regides representadas na (Figura 1) pode ser
resumida na seguinte expressao:

Ae®, x < —L/2
P(x) =< Csin(fx) + Dcos(Bz), —L/2<z<L/2
Ge™ 7, x> L/2
(10)

Além disso, pode-se estabelecer uma relagao entre cada
uma dessas solucoes observando as condigoes de contorno
da funcao de onda:

1. A funcao de onda deve ser continua em toda parte,
incluindo nos pontos x = —L/2 e x = L/2, ou seja:

a9

Ae /2 = _Csin(BL/2) + D cos(BL/2) (11)

(3) = ()

C'sin(BL/2) + Dcos(BL/2) = Ge™*L/2  (12)

2. A primeira derivada de ¥ (z) deve ser continua ao
longo de todo o seu dominio, inclusive nas fronteiras
do pogo finito, ou seja, em x = —L/2 e x = L/2.

Portanto:
/ I‘ / I‘
V1 <_2> =¥ (_2>

ade /2 = B[Ccos(BL/2) + Dsin(BL/2)]  (13)

¥ (g) _— (5)

B[C cos(BL/2) — Dsin(BL/2)] = —aGe™*F/2  (14)

Dessa forma, podemos expressar as equagdes (11),
(12), (13), e (14), respectivamente, na forma de um sis-
tema linear:

Ae=(L/2) = _C'sin(BL/2) + D cos(BL/2)
ade= /2 = BC cos(BL/2) + BDsin(BL/2)
C'sin(BL/2) + D cos(BL/2) = Ge=*L/2
BC cos(BL/2) — BDsin(BL/2) = —aGe *L/2

(15)

Note que, apesar de se ter um sistema com 4 equacoes
e 4 varidveis, verifica-se também equagoes que sao
miultiplas umas das outras. Em tais situagoes, o deter-
minante da matriz formada pelos coeficientes do sistema
é nulo [19], portanto:

ae” 42 -0
0 sin ( %) cos (ﬁ%) e 32
0 B cos (ﬁ%) —fBsin (ﬁ%) —ae™ 2
O célculo desse determinante leva a equagao:
B% —2Bacot(26L) —a® =0 (16)

que possui duas solucoes possiveis para « expressas
por:

a = —f(cot(BL) £ csc(BL)) (17)

onde a primeira solugao corresponde a

o = Btan (ﬁé’) (18)

enquanto a segunda é dada por

o = —fcot (ﬂ’;) (19)

Vemos assim, que ambos os resultados obtidas para a
equagdo (17) sdo fungodes transcendentes e, dessa forma,
sao irredutiveis a uma razao entre polinémios de modo
que nao podem ser expressas em termos de funcoes ele-
mentares nem possuem uma solucao exata que possa ser
expressa por fungoes conhecidas. Dessa maneira, o uso
de métodos numéricos para obter uma solucao torna-se
imprescindivel [6].

Lembrando que, nas equagoes (5) e (7), define-se os
termos « e 8 como

_ V—2mE . V2m(E + Vp)
o = 7h = —h .

Pode-se multiplicar ambas as equagoes por um parametro
L/2 e, elevé-las ao quadrado e, em seguida, somé-las para
obtermos:

2mVy
2

042L2+B2L2: ;

L2 (20)
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Observa-se que a equagio (20) descreve um circulo cen-
trado na origem de um plano («aL,SL), com um raio
R = (2mVp)/?L/h. Dessa forma, nota-se que cada
circulo formado a partir da equagdo (20) dependera de
VoL?.

Os pontos resultantes das intersegoes entre a equagao
(20) e as solugoes de « descritas em (18) e (19) de-
terminam as energias pares e impares do sistema, re-
spectivamente [20]. Para ilustrar, considere R = 1 e
R = 2 na equacao (20). Os valores de Vj que satisfazem
(2mVo)'2L/h = 1 e (2mVy)'/?2L/h = 2 correspondem
a niveis energéticos especificos. Esses niveis energéticos
s@o representados pelos pontos A e 4 na figura (2). Ja
para R = 4 ou seja, VoL? = 8m/h?, a particula pode ter
dois estados pares com suas energias representadas pelos
pontos e.

_______ Q?L? + B°L?

Btan (5 ;)
— Bcot (,B g)

\)

A}

) 1
1 1
1 1
1 1
1 1
3 4

Figure 2: Solucao gréfica das equagoes (5), (7) e (20).

Vale ainda observar que o circulo de raio R = 2 na
figura (2) determina dois niveis energéticos: o estado
fundamental par representados pelo ponto ¢, e um nivel
fmpar simbolizado pelo ponto % [20].

Portanto, pode-se perceber que a resolugao grafica da
equagao de Schrodinger é uma abordagem laboriosa e
limitada em termos de precisao e acuracia, tornando-se
praticamente invidvel para sistemas quanticos maiores.
Por outro lado, os métodos numéricos sao mais versateis
e aplicaveis a uma ampla variedade de problemas fisicos.
Eles permitem o estudo de sistemas diversos, desde
particulas isoladas até sélidos, moléculas complexas e
sistemas em movimento, demandando uma quantidade
razoavel de recursos computacionais e proporcionando
resultados muito mais precisos.

III. METODOLOGIA
A. Método de Diferencgas Finitas

O método de diferengas finitas é utilizado para con-
verter uma equacao diferencial, seja ela ordinaria ou par-

cial, linear ou nao, em um sistema de equacoes algébricas.
Nesse método, as incégnitas sao os valores da funcao em
cada ponto de um conjunto discreto de pontos, chamado
de reticulado, que é obtido por meio da discretizagao
da variavel de integragao x. E importante mencionar
que o método possui certa ambiguidade, uma vez que as
derivadas podem ser aproximadas utilizando diferencas
finitas ascendentes, descendentes ou centradas em relagao
ao ponto desejado [21]. Quando é necessério estimar val-
ores para pontos que nao estao incluidos no conjunto dis-
creto do dominio, é possivel recorrer a técnicas de inter-
polacao para obter uma estimativa aproximada desses
valores [22].

A aplicac¢ao do método de diferencas finitas consiste em
transformar o dominio continuo em um dominio discreto,
dividindo-o em pontos. Podemos definir um intervalo
de z = 0 a x = L como sendo nosso dominio para, em
seguida, dividi-lo em um ntimero especifico de pontos com
um espagamento determinado. Portanto, quanto maior
for o nimero de pontos utilizados, mais precisa serd a
solugdo, mas com um custo computacional igualmente
elevado.

No método de diferencas finitas para o calculo de
derivadas em equacgoes diferenciais, utiliza-se a férmula
de Taylor para obter aproximagoes desconsiderando-se
os termos de ordem superior.

Dessa forma, para resolver a equacao de Schrédinger no
intervalo [zg, Z,11], discretiza-se esse intervalo em uma
malha de n 4+ 1 pontos (Figura 3), dividindo-o em sub-
intervalos de tamanho h definido como:

h= Tit1 — Lg, (21)
de tal forma que cada ponto na malha seja dado por

Ti=x9+1-h 1=0,1,...,n+1. (22)

No método das diferencas finitas, existem vérias opgoes

b
-o0—0—-—0——0-0 -0 —— 0 00—
Lo T1 T2 e Li—1 T Ti4le++ Lp—1 Tp Lp4il
Figure 3: Representacao de uma malha obtida por meio
da discretizacao da varidvel de integragao x.

para aproximar a segunda derivada, e uma delas é a
segunda derivada centrada, que pode ser expressa da
seguinte forma

Yz +h) —2¢(x) + Pz — h)
h2

Essa aproximacao é calculada utilizando valores de
pontos vizinhos ao ponto de interesse, de forma que a
derivada seja estimada de maneira mais precisa.

Pode-se simplificar as equagoes a partir daqui usando
o sistema de unidades naturais [23] e considerar i = m =
1. Desse modo, a equacdo de Schrédinger (4) pode ser
escrita como:

V() = (23)
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 19a(@iv1) = 2¢0a(2i) + Yal@io1)
2 h2

+ U(%')% = Evq
(24)

Ao realizar cdlculos numéricos, geralmente usamos um
valor finito n para o ntimero de pontos. Isso resulta
em um numero limitado de autoenergias, denotado por
Qmaz, juntamente com seus correspondentes autoestados.
A razdo para isso é que, ao dividirmos o intervalo em n
pontos, obtemos uma matriz n X n, cuja equagao car-
acteristica é uma equagao de grau n com n raizes que
representam os n menores autovalores.

A precisao no calculo dos autovalores de energia é ap-
rimorada ao refinar o esquema de discretizacao, o que en-
volve o aumento do niimero de pontos n no reticulado e a
reducao do espagamento h entre eles [21]. Ao aplicarmos
a equagao (29) de z; a x,,, obtém-se um sistema algébrico
com n equagoes e n + 2 incégnitas, representando os val-
ores da funcao ¥(x;) nos pontos (xg,z1, -+ ,Zpt1). No
entanto, determina-se os valores de 9 (x;) nesses pontos
com base nas seguintes condigoes de contorno:

'(/Ja (xO) = wa(anrl) =0. (25)

A condigao de contorno expresssa em (25) é adequada
para encontrar autofuncoes localizadas de sistemas com
potenciais finitos, como as autofungoes correspondentes
aos niveis discretos de energia de um pogo de poten-
cial. Entretanto, é importante considerar um intervalo
suficientemente grande em relacao a regiao classicamente
permitida, onde as autofungoes apresentam valores sig-
nificativos [24]. Por conta disso, escolhemos L = 20 a.u.,
um valor maior que os didmetros atomicos dos elementos
elencados na Tabela (I).

Portanto, ao impor a condi¢ao de contorno mencionada
acima, obtém-se um sistema de equagoes algébricas que
possui uma solugao tinica. Expressa-se esse sistema como
uma equacdo de autovalores que, na forma matricial,
pode ser descrita ao considerar a funcao como um ve-
tor coluna da seguinte maneira:

wa&xn) waimn)

onde E, a auto-energia correspondente a cada auto-
funcao 1, (x;) que, por sua vez, pode ser expresso pelo
vetor coluna

1%(%) = : (27)
’(/}a (:L'n)

O hamiltoniano H(z;) = —1— + U(x;) da equacdo (26)
pode ser expresso na forma de uma matriz tridiagonal

dada por:
h(z1) —55 O 0 -~ 0
gz A2 —gh 0 e 0
H()=| 0 —z2 Mz3) =gz -+ 0 | (28
0 - 0 —52 h(zy,)

E importante observar que a matriz tridiagonal da
equacao (28) é real e simétrica, o que implica em sua
diagonalizabilidade. Como resultado, existe uma base de
autovetores associados.

Com esse objetivo em mente, desenvolvemos fungoes
algébricas que fornecem solucgoes aproximadas para a
equacao de Schrodinger. Essas solugoes permitem obter
os valores de energia F/ em relagdo ao comprimento da
caixa de potencial V' de maneira conveniente e precisa.

O Python [25] é uma linguagem de programacao pop-
ular e versatil, amplamente utilizada para realizar mod-
elagens numéricas, incluindo o método de diferencas fini-
tas. Com Python, é possivel criar interfaces graficas para
interacao do usudrio com o modelo e integrar outras bib-
liotecas e ferramentas para fins especificos. As bibliotecas
cientificas como NumPy, SciPy e Matplotlib fornecem as
funcionalidades necessarias para realizar essas modela-
gens de forma eficiente e conveniente. Utilizando scripts
em Python (Apéndice A), implementa-se a equagao (24)
para modelar uma caixa de potencial com largura L, a
qual estd contida em um intervalo de integragao consider-

avelmente maior, de g = —10 a z,,+1 = 10, dividido em
5.000 pontos. Consequentemente, o passo de integragao
serd h = (7127_81), ou seja, h = 0.004. Portanto, a equagao

(24) fica assim escrita:

31250 [20(;) — (s + 0.004) — t(x; — 0.004)] +
FU (z3)Y () = Ev(;)

onde i € {1,2,--- ,n}.

(29)

B. Método Hartree-Fock

Com o objetivo de validar o método de diferencgas fini-
tas para resolver a equacao de Schrodinger, utilizou-se
como referéncia, o método Hartree-Fock [26-28], que é
um método quantico de primeiros principios (ab initio),
em estrutura eletrénica, que soluciona de forma aprox-
imada para o estado fundamental de um sistema de
muitos corpos, como elétrons em um dtomo, molécula(s)
ou em uma estrutura periédica (sélido) [29, 30]. Utilizou-
se o programa Gaussian 09 [31] com o método Hartree-
Fock nao restrito (Unrestricted Hartree-Fock ou UHF)
para descrever os atomos isolados de H, Li, Na e K. O
método Hartree-Fock néo restrito foi utilizado, pois este
formalismo considera as situagoes em que ha elétrons de-
semparelhados [32], como os dtomos em questao. Con-
juntamente ao método UHF, utilizou-se um conjunto de
base aumentada aug-cc-pVQZ [33-35]. A combinagao
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linear de conjuntos de bases é usada para descrever or-
bitais atémicos ou moleculares. A base aug-cc-pVQZ foi
escolhida para descrever com qualidade e confiabilidade
os atomos de H, Li, Na e K.

IV. RESULTADOS

Neste artigo, foi empregado o método numérico de
diferencas finitas para resolver a equagao de Schrodinger
em uma caixa de potencial unidimensional, considerando
os elementos H, Li, Na e K da familia 1 A da tabela
periodica. Inicialmente, realizou-se uma estimativa das
profundidades do pogo potencial (V) que se aproximam
melhor das energias do estado fundamental para esses
atomos na aproximagao Hartree-Fock com base aug-cc-
pVQZ. Essa estimativa foi obtida levando-se em conta
o didmetro atémico (L) [36] e a energia correspondente
(E) do estado fundamental, respectivamente, conforme
apresentado na Tabela (I).

Table I: Atomo, didmetro atémico (L), profundidade
estimada da caixa (1)) e a energia do estado
fundamental do dtomo na aproximagao Hartree-Fock.

Elemento L (Bohr) Vo (Ha) E (Ha)
H 2.00000 -0.869085 -0.49995
Li 5.85815 -0.260690 -0.19636
Na 7.18096 -0.229200 -0.18219
K 8.88171 -0.180115 -0.14763

No Apéndice A é detalhado o script utilizado para
obter as auto-energias e os vetores das fungoes de onda
associadas a potenciais em formato de caixa finita. Com
os dados obtidos, esbogou-se o formato de cada uma das
caixas de potenciais, com suas larguras e energias es-
pecificas, bem como a amplitude da funcao de onda rela-
cionada (Figura 4). Vale resssaltar que a posi¢ao préxima
da linha que representa o estado de energia fundamental
de cada uma das amplitudes das funcoes de onda repre-
sentadas na Figura 4 é meramente ilustrativa, uma vez
que, por conta de sua natureza probabilistica, a ampli-
tude da fun¢ao de onda é sempre nao negativa.

Para determinar a relagdo entre a energia (E), o po-
tencial (V) e a largura (L) no caso do pogo de poten-
cial, realizou-se um ajuste de curva (fit) sobre os da-
dos numéricos que relacionam o auto-valor de energia
com o potencial e a larguara da caixa, usando os dados
da Tabela (I) para verificar a funcdo encontrada esta de
acordo com os valores encontrados de auto-energia.

Utilizou-se um script em Python para ajustar uma
funcdo matemaética aos dados fornecidos e encontrar os
parametros que melhor descrevem o relacionamento en-
tre as varidveis V, L e E (representados no Apéndice
B como x, y e z, respectivamente). Assim, o modelo
especifico encontrado que melhor se ajustou aos nossos

dados pode ser expresso pela equagao:

E(V,L)=a-In(=V-L)+b-L-VV +e¢ (30)

Onde os parametros a, b e ¢ sdo mostrados na Tabela

(I0).

O script mostrado no Apéndice B também calcula
o R?, que é uma medida estatistica bastante ttil para
avaliar se a fungao ajustada corresponde a uma boa rep-
resentacao da relagio entre as varidveis x, y e z [37]. Em
outras palavras, podemos dizer que o R? é usado para
medir o quao bem a superficie ajustada pelo modelo se
ajusta aos pontos de dados. Assim, quando temos R?
préximo de 0 concluimos que o modelo sugerido nao con-
segue explicar a variacao dos dados, pois nao se ajusta
bem aos pontos experimentais, indicando que o mod-
elo nao é adequado para descrever a relagao entre as
varidveis. Por outro lado, quando R? é muito préximo
de 1, o modelo se ajusta muito bem aos dados e consegue
explicar a maior parte da variacao observada nos pontos
experimentais.

Nas simulacdes, o valor do R? obtido foi de 0.992,
mostrando que a fungdo expressa pela equacao (30) con-
stitui um excelente modelo para descrever os dados da
Tabela (I).

Table II: : Valores dos parametros para a fungao

E(V,L)
Parametro Valor
a -0.000647356137339
b 0.519336824404956
c 0.053798824983228

A Figura (5) exibe a superficie gerada pela fungao (30)
com base nos valores de Vj e L da Tabela (I). Através da
graduagao de cores nessa superficie, pode-se visualizar a
relagao entre os valores de V) e L e a energia E. Dessa
forma, o gréfico facilita a visualizacao das situagoes lim-
ites: a medida que o valor do potencial aumenta e o da
largura (didmetro atoémico) diminui, as energias verifi-
cadas diminuem (regido em azul). Por outro lado, quanto
menor for o valor do potencial e maior o da largura, a en-
ergia tende a aumentar (regiao em vermelho).
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Figure 4: Comparacgao das fungoes de onda dos dtomos Hidrogénio (H), Litio (Li), Sédio (Na) e Potéssio (K) com
seus pocos de potencial da Tabela I.
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Figure 5: Gréfico da funcao de ajuste energia E(V,L).
Na parte inferior a projecao no plano VxL.

V. CONCLUSOES

Devido a grande complexidade envolvida na obtencgao
das auto-energias da equagao Schrédinger para um pogo
de potencial finito usando métodos analiticos, é comum
ver essas solugoes sendo apresentadas de forma gréfica
nos livros texto de fisica quantica. Por conta dessal
limitacao, propomos um algoritmo em python que pro-
duz a solucao numérica por diferengas finitas depen-
dendo apenas dos parametros Vp(profundidade da caixa)
e L(Largura da caixa). A partir destas solugbes com uma
ampla variacado em Vj no intervalo (-0.180 a -0.900 Ha) e
L no intervalo (2.0 a 8.88 a.u), determinamos para quais
profundidades da caixa e diametros experimentais dos
atomos hidrogendides H, Li, Na e K, as energias do es-
tado fundamental se aproximam com mais precisdo (5
casas decimais) daquelas obtidas pelo método inteira-
mente ab-initio, como Hartre-Fock com uma base aug-
cc-pVQZ. Desta forma, caracterizamos qual caixa de po-
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tencial finita corresponde a cada um destes atomos. Por-
tanto, podemos utilizar esta aproximacao para resolver
o problema de um unico elétron sujeito a um portencial
para obter o mesmo resultado (com boa aproximacao)
que o obtido pelo método Hartree-Fock, uma das técnicas
mais utilizadas em mecéanica quantica de muitos corpos.
Além disso, com os 10 mil pontos de solu¢do numéricas
da equagao de Schrédinger, propusemos uma fungao de

ajuste da forma: E(V,L) = a-In(=VL)+b-LVV +¢,
que se ajusta muito bem aos dados gerados (R? ~ 0.992).
Esta funcao permite se estimar a profundidade da caixa
para valores de auto-energias sem ter que resolver nova-
mente a equagao de Schrodinger. O cédigo apresentado
em python pode ser facilmente adaptado para estudar
solugoes de equagao de Schrodinger para formas de poten-
cial mais complexas que nao possuem solugao analitica.

[1] C. ANDREWS and T. COBB, in BULLETIN OF THE
AMERICAN PHYSICAL SOCIETY (AMER INST
PHYSICS CIRCULATION FULFILLMENT DIV, 500
SUNNYSIDE BLVD, WOODBURY ..., 1980) pp. 459—
459.

[2] V. A. Fock, Mir Publishers (1978).

[3] E. Schrodinger, Physical review 28, 1049 (1926).

[4] M. Sousa and F. do Nascimento, Revista Brasileira de
Ensino de Fisica 42 (2020).

[5] W. Thirring and P. Urban, The Schridinger Equation:
Proceedings of the International Symposium “50 Years
Schrodinger Equation” in Vienna, 10th—12th June 1976,
Vol. 17 (Springer Science & Business Media, 2012).

[6] M. Sousa and F. do Nascimento, Revista Brasileira de
Ensino de Fisica 42 (2020).

[7] P. A. M. Dirac, Proceedings of the Royal Society of Lon-
don. Series A, Containing Papers of a Mathematical and
Physical Character 117, 610 (1928).

[8] R. P. Feynman, Reviews of modern physics 20, 367
(1948).

[9] M. Born, The British Journal for the Philosophy of Sci-
ence 4, 95 (1953).

[10] A. Makowski and S. Dembinski, Physics Letters A 154,
217 (1991).

[11] S. Doescher and M. Rice, American Journal of Physics
37, 1246 (1969).

[12] 1. Hawk and D. Hardcastle, Journal of Computational
Physics 21, 197 (1976).

[13] C. C. Marston and G. G. Balint-Kurti, The Journal of
chemical physics 91, 3571 (1989).

[14] D. L. Aronstein and C. Stroud Jr, American Journal of
Physics 68, 943 (2000).

[15] J. C. Strikwerda, Finite difference schemes and partial
differential equations (SIAM, 2004).

[16] A. W. Sandvik, Department of Physics, Boston Univer-
sity (2013).

[17] D. Bennett, Dec-15 (2015).

[18] D. J. Griffiths and D. F. Schroeter, Introduction to quan-
tum mechanics (Cambridge university press, 2018).

[19] S. LIPSCHUTZ, Sao Paulo: Makron (2002).

[20] J. L. Lopes, Introdugdo d teoria atémica da matéria
(Conselho Nacional de Pesquisas, Instituto Brasileiro de
Bibliografia e ..., 1957).

[21] G. Monerat, L. Ferreira Filho, E. Silva, G. Oliveira-Neto,
P. Nogueira, and A. de Assumpgao, Revista Brasileira
de Ensino de Fisica 32, 1304 (2010).

[22] E. Fontana, Curitiba, PR: Universidade Federal do
Parand (2019).

[23] J. D. Barrow, Pantheon (2002).

[24] G. M. da Rocha Filho, A. R. Nunes, and G. G. da Luz,
UFVM  (2020).

[25] M. Summerfield, Programming in Python 3: a complete
introduction to the Python language (Addison-Wesley
Professional, 2010).

] C. C. J. Roothaan, Rev. Mod. Phys. 23, 69 (1951).

] J. C. Slater, Phys. Rev. 81, 385 (1951).

] V. Fock, Zeitschrift fiir Physik 61, 126 (1930).

] J. D. M. Viana, A. Fazzio, and S. Canuto, Editora
Livraria da Fisica, Sdo Paulo (2004).

[30] J. Slater, Quantum Theory of Matter, International series

in pure and applied physics (McGraw-Hill, 1968).

[31] M. J. Frisch, G. W. Trucks, H. B. Schlegel, G. E.
Scuseria, M. A. Robb, J. R. Cheeseman, G. Scal-
mani, V. Barone, G. A. Petersson, H. Nakatsuji, X. Li,
M. Caricato, A. V. Marenich, J. Bloino, B. G. Janesko,
R. Gomperts, B. Mennucci, H. P. Hratchian, J. V. Or-
tiz, A. F. Izmaylov, J. L. Sonnenberg, D. Williams-
Young, F. Ding, F. Lipparini, F. Egidi, J. Goings,
B. Peng, A. Petrone, T. Henderson, D. Ranasinghe,
V. G. Zakrzewski, J. Gao, N. Rega, G. Zheng, W. Liang,
M. Hada, M. Ehara, K. Toyota, R. Fukuda, J. Hasegawa,
M. Ishida, T. Nakajima, Y. Honda, O. Kitao, H. Nakai,
T. Vreven, K. Throssell, J. A. Montgomery, Jr., J. E.
Peralta, F. Ogliaro, M. J. Bearpark, J. J. Heyd, E. N.
Brothers, K. N. Kudin, V. N. Staroverov, T. A. Keith,
R. Kobayashi, J. Normand, K. Raghavachari, A. P. Ren-
dell, J. C. Burant, S. S. Iyengar, J. Tomasi, M. Cossi,
J. M. Millam, M. Klene, C. Adamo, R. Cammi, J. W.
Ochterski, R. L. Martin, K. Morokuma, O. Farkas, J. B.
Foresman, and D. J. Fox, “Gaussian 09 Revision D.01,”
(2016), gaussian Inc. Wallingford CT.

[32] A. Szabo and N. Ostlund, Modern Quantum Chemistry:
Introduction to Advanced Electronic Structure Theory,
Dover Books on Chemistry (Dover Publications, 1996).

[33] R. A. Kendall, J. Dunning, Thom H., and R. J. Harrison,
The Journal of Chemical Physics 96, 6796 (1992).

[34] J. Dunning, Thom H., The Journal of Chemical Physics
90, 1007 (1989).

[35] B. P. Pritchard, D. Altarawy, B. Didier, T. D. Gibson,
and T. L. Windus, Journal of Chemical Information and
Modeling 59, 4814 (2019).

[36] J. C. Slater, The Journal of Chemical Physics 41, 3199
(1964).

[37] R. C. Quinino, E. A. Reis, and L. F. Bessegato, Belo
Horizonte: UFMG (1991).

[38] W. Greiner and W. Greiner, Relativistic Quantum Me-
chanics: Wave Equations , 1 (1990).

[39] S. Young and A. Wierzbicki, in ABSTRACTS OF PA-
PERS OF THE AMERICAN CHEMICAL SOCIETY,
Vol. 218 (AMER CHEMICAL SOC 1155 16TH ST, NW,
WASHINGTON, DC 20036 USA, 1999) pp. U334-U334.




A SCRIPT EM PYTHON PARA ENCONTRAR AS AUTO-ENERGIAS EM FUN CAO DO POTEN CIAL E DA
LARGURA, BEM COMO AS RESPECTIVAS FUNCOES DE ONDA DOS ELEMENTOS QUIMICOS

RELACIONADOS NA TABELA (I).

[40] W. E. Boyce, R. C. DiPrima, and D. B. Meade, Elemen-
tary differential equations and boundary value problems
(John Wiley & Sons, 2021).

[41] E. W. Weisstein, MathWorld—-A Wolfram Web Resource.
zuletzt iiberpiift 13, 2006 (2004).

[42] R. Eisberg and R. Resnick, Quantum physics of atoms,
molecules, solids, nuclei, and particles (1985).

Appendix A: Script em Python para encontrar as
auto-energias em funcao do potencial e da largura,
bem como as respectivas fungoes de onda dos
elementos quimicos relacionados na tabela (I).

import numpy as np

from scipy.linalg import eigh_tridiagonal
import matplotlib.pyplot as plt

import pandas as pd

# Constantes

Ev = 27.2114 #1 Hartee em Ev

Borh = 18.89725 #1 nm em Borh Radius
L = 10#em Borh

N 5000 #Matriz

x = np.linspace(-L, L, N) # em Borh
dx = x[1] - x[0]

def cria_caixa(largura, in_box, out_box, x,
— N):
#Unidades: nm,Ev,Borh,admenstonal
U_vec = np.zeros(N)
profundidade = in_box/Ev
out_box = out_box/Ev
largura = largura*Borh
for i, y in enumerate(x): #i=posicdo
- ,y=valor
if y < -largura/2 or y >largura/2:
U_vec[i] = out_box
else:
U_vec[i] = -profundidade
return U_vec

def resolve_autovalor(Potencial):
d= Potencial + 1/(dx**2) # dtagonal
— principal
e= np.ones(N-1)/(-2+dx**2) # diagonais de
— ctma e de baiTo
vals, vecs = eigh_tridiagonal(d, e,
— eigvals_only=False, select='a')
#print (np. round (vals[:5],3) *Ev)
return vals, vecs

def AcharV(L,V):
Ev = 27.2114 #1 Hartee em Ev
Borh = 18.89725 #1 nm em Borh Radius
#largura, in_bozx,out_boz,z,N
Pot = cria_caixa(L/Borh, V*Ev, 0, x, N)
#Un1dades: nm,Ev,Borh,admenstonal
vals, vecs = resolve_autovalor (Pot)
print(vals[0])
return vecs[:,0]

# Loop para encontrar o autovalor em funcdo
— do Potencial e Largura.

potenciais = -np.linspace(-9.5, -1.5, 200)*Ev
— #em Ev
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larguras = np.linspace(0.5, 10.5, 50)/Borh #
— em nm

dic = {'Potencial': [],
< 'Energia': []}

'Largura': [],

for i in potenciais:
for y in larguras:

V = cria_caixa(y,i, 0, x, N)
— #largura, in,out,z,N
vals, vecs = resolve_autovalor (V)
dic['Potencial'] .append(-i)
dic['Largura'].append(y)
D ")
#print (f'Potencial: {1} \n Largura
< {y} \n Energia: {vals[O]}')
dic['Energia'].append(vals[0])

#Salvando os Dados

dados = pd.DataFrame(dic)
dados.to_csv('Potencia_Largura_energia_refinado'
— index = False)

# Codigo para encontrar os vetores da funcdo
— de onda

# Hidrogénio

vec = AcharV(2.00000, 0.869085)

df = pd.DataFrame(np.array((x, vec)).T)

df .to_csv('dados_H.dat', sep = ' ')

#Litzo: *0.19636

vec = AcharV(5.85815,0.260690)

df = pd.DataFrame(np.array((x, vec)).T)
df .to_csv('dados_L.dat', sep = ' ')

#Sodio: —-0.18219

vec = AcharV(7.18096,0.229200)

df = pd.DataFrame(np.array((x, vec)).T)
df .to_csv('dados_Na.dat', sep = ' ')

#Potassio: —0.14763

vec = AcharV(8.88171,0.180115)

df = pd.DataFrame(np.array((x, vec)).T)
df .to_csv('dados_K.dat', sep = ' ')

Appendix B: Script em Python para gerar os
parametros da Tabela II

import numpy as np
from scipy.optimize import minimize

# Read the data file (replace 'data_file.csv'
< with your file path)

data = np.genfromtxt('caminho do arquivo de
— dados', delimiter=' ', skip_header=True)
X, y, z = datal:, 0], datal:, 1], datal:, 2]

# Define a funcdo para o fit

def model_func(params, x, y):
a, b, ¢ = params
return a * np.log(-x * y) + b * x *
N y**(1/3) + c

# Defina a funcdo objetivo (soma dos residuos
< quadrados)
def objective(params):
return np.sum((model_func(params, x, y) -
o Z)*%2)

# Ezecute a otimizacdo
initial_guess = [1.0, 1.0, 1.0]
— inicial para a,b,e c
result = minimize(objective, initial_guess)

# chute

# Extrat os pardmetros otimizados
optimal_params = result.x
a_optimal, b_optimal, c_optimal =
— optimal_params

# Calcula o R—-quadrado

def r_squared(y_actual, y_predicted):
y_mean = np.mean(y_actual)
ss_total = np.sum((y_actual - y_mean)**2)
ss_residual = np.sum((y_actual -
— y_predicted)**2)
r_sq = 1.0 - ss_residual / ss_total
return r_sq

# Calcular R—-quadrado para o modelo ajustado
z_predicted = model_func(optimal_params, x,
-~ ¥

r_squared_value = r_squared(z, z_predicted)

# Calcular R-quadrado ajustado
num_data_points = len(z)

num_independent_vars = 3 # Number of

— 1ndependent variables in the model

— (a,b,c)

adjusted_r_squared = 1 - (1 -

— r_squared_value) * (num_data_points - 1)
— / (num_data_points - num_independent_vars
- -1

print ("Optimized Parameters: a =", a_optimal,
< "b =", b_optimal, "c =", c_optimal)
print ("R-squared:", r_squared_value)

print ("Adjusted R-squared:",
— adjusted_r_squared)

# Plotagem dos resultados (opcional)
import matplotlib.pyplot as plt

fig, ax = plt.subplots()
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# Valores minimo e mdzimo desejados para a
— mnormalizagdo

z_min_desired = -0.8

z_max_desired = 2.0

# Valores mintmo e mdzimo do intervalo da
— barra de cores

z_min_interval = -0.8

z_max_interval 2.0

# Normalizac@o personalizada de z para o

— 1intervalo desejado

z_normalized = (z - np.min(z)) / (np.max(z) -

< np.min(z))

z_adjusted = z_normalized * (z_max_desired -
z_min_desired) + z_min_desired

ax.scatter(x, y, c=z_adjusted, cmap='jet',
< label='Data')

ax.set_xlabel(r'$V_0$ [U.A]")
ax.set_ylabel('L [U.A]")

ax.set_title('Dados e Fung&o Ajustada')
x_grid, y_grid =

— np.meshgrid(np.linspace(min(x), max(x),
— 100), np.linspace(min(y), max(y), 100))
z_fit = model_func(optimal_params, x_grid,
— y_grid)

ax.contour(x_grid, y_grid, z_fit, levels=10,
< colors='black', linewidths=0.5)

cbar = plt.colorbar(ax.scatter(x, vy,

— c=z_adjusted, cmap='jet', label='Data'),
— ticks=np.arange(z_min_interval,

— z_max_interval + 0.1, 0.4))

# Define o rétulo da barra de cores
cbar.set_label('E [Eh]')
#plt.legend()

plt.show()

def calc_func(params, x, y):
a, b, ¢ = optimal_params
return a * np.log(-x * y) + b * x *
- y**x(1/3) + c

print('a-energy= ',

— calc_func(optimal_params,-0.9, 2.81))
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