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Uma abordagem pedagédgica da equacao de difusao de néutrons e suas aplicacoes
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Neste trabalho é apresentada uma revisao pedagdgica acerca da equagao de difusdo de néutrons.
Como aplicagado, foram discutidos os problemas de atenuagdo de néutrons, bem como o célculo do
raio critico de reatores de formatos esférico e cilindrico. Esperamos que este trabalho possa auxiliar
estudantes que estao iniciando os estudos na drea de reatores nucleares.
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I. INTRODUCAO

A equagao de difusao de néutrons é um tépico funda-
mental para a compreensao do funcionamento de reatores
nucleares de fissdo [1]. Assim, compreendé-la bem é uma
condigao necessaria a quem deseja inciar os estudos na
area de engenharia nuclear. A difusao de susbtancias
e/ou particulas é um fenoémeno bastante comum, inclu-
sive em nosso dia a dia [4]. Como exemplo, podemos
considerar a maneira como o cheiro de um perfume se
espalha pelo ambiente quando abrimos o recipiente que
contém o perfume. Inicialmente, as proximidades do re-
cipiente contém uma concentragao maior do olor do per-
fume que os outros pontos do ambiente. Devido a essa
diferenca de concentragao, dizemos que ha um gradiente
da concentracao de perfume, o que induz a propagacao
do cheiro para outros pontos do ambiente. Quando a dis-
tribuigao do cheiro se torna homogénea, a difusao cessa.
De um ponto de vista histérico, andlises sistematicas so-
bre fendmenos difusivos remontam a obra intitulada The
Nature of Things de autoria do filésofo Lucretius em 60
a.C [3]. Em tal obra, Lucretius estudou o movimento
de graos de areia no ar. Contudo, foi somente com o
trabalho de Fourier, ja no século XIX, no qual foi estu-
dada a propagagao do calor nos soélidos, que a difusao foi
sistematizada matematicamente [2]. Apesar de seu tra-
balho ter inicialmente sofrido bastante resisténcia para
ser aceito, Fourier teve o nome destacado na teoria da
difusdo. Na sequéncia, o alemao Adolph Fick, estudando
difus@o em sistemas bioldgicos, tais quais a troca gasosa
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nos pulmoes e a circulacao do sangue, constatou uma lei
em geral valida nos fenémenos difusivos, entao denomi-
nada como lei de Fick; a qual assegura que o fluxo de
matéria é proporcional ao seu gradiente de concentragao.
De forma suscinta, podemos dizer que a jungao das ideias
de Fourier com as de Fick origina o que hoje denomi-
namos equagao de difusdo [4]. A teoria matemdtica da
difusdo foi entdo sendo aperfeicoada, e hoje é aplicada
numa imensa gama de areas, tais quais: propagacgao de
calor; difusao gasosa; transporte de substancias em sis-
temas biolégicos; transporte de néutrons em reatores nu-
cleares; dentre muitas outras.

Um sistema da engenharia nuclear que é entrelagado
ao problema da difusao é o reator nuclear de fissdo. Nesse
tipo de reator, nticleos de atomos sao bombardeados por
néutrons, e a partir dessa reagao de espalhamento, tais
ntcleos sao fissionados e nicleos menores sao produzidos
em conjunto com outros néutrons, e com a liberagao de
energia. Na maior parte desses reatores, o nicleo pre-
dominantemente utilizado é o uranio-235, emergindo da
reacao dois nicleos menores, uma média de 2,5 néutrons
e bastante energia. Uma reagao tipica que ocorre nos
reatores de fissdo é a seguinte [5]

W3 U 0 Xe 438 S 4 o+ 2500V,

em que n simboliza o néutron. Observe que a colisao
entre o néutron e o uranio-235 produz os nicleos com
menor nimero atomico, o xenénio e o estroncio, libe-
rando dois novos néutrons e duzentos mega elétron-volt
de energia [6]. Perceba que o néutron é um dos principais
agentes da fissdo; assim, conhecer a sua concentracao em
cada parte do reator, e em cada instante, é muito rela-
vante para que a sua quantidade possa ser controlada,
garantindo assim o bom funcionamento do reator. Nesse
caminho, o presente trabalho visa abordar, pedagogica-
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mente, o tema sobre equacao de difusdo de néutrons a
aplicéd-lo na descrigao de algumas propriedades dos re-
atores nucleares. Assim, a apresentagdo deste artigo é
amparada nos seguintes tépicos: na segao II deduzimos
a equagao de difusao de néutrons; na secao IIT aplicamos
a equagao de difusao em problemas envolvendo geome-
tria unidimensional; na segao IV, utilizando a equagao
de difusdo, calcularemos o tamanho critico de um reator
nuclear de fissao; por fim, na se¢ado V, apresentamos as
consideragoes finais e perspectivas.

II. A EQUACAO DE DIFUSAO DE NEUTRONS

Nesta secao, faremos uma breve dedugao da equagao
de difusdo de néutrons. A apresentacdo dada segue de
perto a referéncia [7]. Para esse fim, primeiramente esta-
beleceremos a condigao do balanco espacial de néutrons.
Assim, iniciemos considerando um elemento de volume
infinitesimal dv = dxdydz, centrado no vetor 7, conforme
mostrado na Figura 1.

Figura 1. Elemento de volume para a dedugao do balango de
néutrons [7]

Se consideramos o estado estacionario, a condicao de
conservagao de néutrons nos leva a concluir que, a cada
segundo, o nimero de néutrons escapando de dV adici-
onado ao nimero de néutrons absorvidos em dV ¢ igual
ao numero de néutrons emitidos pelas fontes em dV adi-
cionado ao numero de néutrons produzidos por fissao em
av.

O numero de néutrons que escaparam do volume dv
diz respeito a quantidade de néutrons que saem do cubo
da Figura 1 através de suas seis superficies. Com a
finalidade de realizarmos uma abordagem quantitativa
da fuga de néutrons, utilizaremos o conceito de densi-
dade de corrente de néutrons. Assim, denominemos por
Jz(2,y,z) o numero liquido de néutrons por centimetro
quadrado e por segundo que atravessam o plano y — z
na dire¢ao z positiva em (z,y, z). De forma andloga, se-
jam Jy(z,y,2) e J,(z,y, z) o numero liquido de néutrons
por centimetro quadrado e por segundo que atravessam
os plano z — z e © — y, respectivamente. Considerando

todo o cubo de volume dV', os niimeros de néutrons atra-
vessando, por segundo, as faces da frente, da direita e
do topo sédo, respectivamente, J,(x + 1/2dx,y, z)dydz,
Jy(z,y + 1/2dy, z)dxdz e J.(x,y,z + 1/2dz)dxdy. Da
mesma forma, os numeros de néutrons atravessando,
por segundo, as faces da traseira, da esquerda e do
fundo sao, respectivamente, —J,(z — 1/2dx,y, z)dydz,
—Jy(z,y—1/2dy, z)dzdz e —J.(x,y,2—1/2dz)dzdy. As-
sim, o nimero liquido de néutrons que vazam do cubo a
cada segundo, representado por ® é dado por

O =[J,(x+1/2dz,y, 2) — Jo(x — 1/2dx,y, z)]|dydz
+ [Jy(z,y +1/2dy, z) — Jy(z,y — 1/2dy, z)]|dzd=
+ [J(x,y, 2+ 1/2dz) — J,(x,y, 2 — 1/2dz)]dzdy.

Essa equagao pode ser escrita ainda como

[ . 1/2 — Jo(z —1/2dz,y,
o= | Jelz+1/2d2y,2) — Jo(x —1/2dz,y z)]da:dydz
I dx
r 1/2dy, z) — —1/2
N Jy(m7y+ / dy,Z) Jy(-T7y / dy,z)] dadydz
L dy
z

Como dzx, dy e dz sao elementos infinitesimais, podemos
identificar as derivadas
0Jy  Ju(z+1/2dw,y,2) — Jo(z —1/2dz,y, 2)

ox dx ’

0y Jylz,y +1/2dy, 2) — Jy(z,y — 1/2dy, 2)

oy dy ’

0J.  Jw,y,z+1/2dz) — J.(v,y,z — 1/2dz)

0z dz

E entao, escrevemos

(b:(&]x aJ, OJ.

+ 2+

o 3y 9, ) dzxdydz. (1)

Se utilizarmos a notagao vetorial para a densidade de
corrente

J = Jui+ J,j + J.k,

em que i, j e k sao os vetores unitdrios nas diregoes x, y
e z, respectivamente, chegamos a

=

O = (V- J)dxdydz. (2)

O numero de néutrons absorvidos a cada segundo no
elemento de volume dV', denotado por n,, é dado por

ng = Ben(x,y, 2)vdzrdydz, (3)

em que Y, é a secao macroscopica de choque relativa a
absor¢ao dos néutrons. O leitor deve ter conhecimento
de que ¥, = No,, em que N é o nimero de adtomos
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responsavel pela absor¢ao de néutrons e o, é a segao mi-
croscépica de choque. o,, cuja unidade é o Barn, simbolo
b (1b = 10724cm?) estd relacionada & probabilidade de
absor¢ao do néutrons devido ao choque do néutron com
determinado dtomo. n(z,y, z) é a densidade de néutrons
(ntimero de néutrons por unidade de volume) na posicao
(z,y,2), e v é a velociddade dos néutrons.

Enquanto isso, o nimero de néutrons produzidos por
fissao, ny no volume infinitesimal dV" ¢é

ny = vin(x,y, z)vdedydz, (4)

em que X5 ¢ a secao de choque relativa a fissao do uranio,
e é relacionada a probabilidade do néutron provocar a
fiss@o. v é o a quantidade de néutrons originados de cada
fissao. O valor médio de v é 2,5.

Se considerarmos que dentro do cubo infinitesimal haja
uma fonte que emita Q(x,y, z) néutrons por unidade de
volume por segundo, entao, o numero de néutrons emiti-
dos pela fonte por segundo é dada por

Ne = Q(xv Y, z)dwdydz (5)
Com isso, o balancgo espacial de néutrons é
V- J+ Sen(z,y, z)v = vin(z,y, z)v+ Q(z,y, 2). (6)

Se escrevermos a Equagao (6) em termos do fluxo de
néutrons ¢(x,y, z) = n(x,y, z)v, obtemos

Vo T+ Sed(2,y,2) = vEr(2,y, 2) + Q(z,y,2).  (7)

—

Usaremos a partir de agora oé(z,y,2) = ¢(F) e
Q(z,y,2) = Q(7).

Neste momento, apresentaremos a lei de Fick, pois a
partir dela poderemos manipular a Equagéo (7) e enfim
obter a equagao de difusao de néutrons. Sabemos que
a difusao ocorre de regides de maior concentragao para
regides de menor concentragao de néutrons. Isso define
uma corrente de difusao, o que define a passagem dos
néutrons através do meio. Do cédlculo diferencial sabemos
que o gradiente de uma funcao define a direcao e o sentido
da maior variacao da fungao. Assim, podemos relacionar
a corrente (ou densidade de corrente) de difusdo com o
negativo do gradiente da densidade de néutrons n, ou
seja,

J=—DVn. (8)
Ou ainda
J =-DV9, 9)

em que D é o coeficiente de difusdo (vamos considera-
lo independente das coordenadas). A Equqacao (9) é
conhecida como lei de Fick.

Na sequéncia, vamos substituir a Equacdo (9) na
Equacao (7), obtendo

~DV2¢+Zad(a,y, 2) = vEsé(x,y, 2) +Q(z,y, 2), (10)

ou
—DVQ’I’L"‘EaTL: nyn+Q(x,y,z), (11)

donde identificamos o operador laplaciano V2¢ = V -
(Vo). A Equagao (11) (ou Equagdo (10)) é denominada
equagao de difusao de néutrons. Na proxima secao a
aplicaremos para descobrir como néutrons difundem num
meio especifico.

III. APLICACAO DA EQUAGAO DE DIFUSAO
A UM SISTEMA NAO-MULTIPLICADOR

Nesta secao, aplicaremos a equacao de néutrons a um
sistema no qual nao hé multiplicacao de néutrons, ou
seja, nao ha dtomos suscetiveis a fissdo, o que impede a
producao de novos néutrons. Nessa situacao, o termo
v¥n(z,y, z)v da Equacdo(1l) deixa de existir. Con-
sideraremos um modelo unidimensional consistindo de
um placa infinita localizada no plano y — z que emite @
néutrons por segundo a uma taxa constante e unforme-
mente em todas as direcoes. Nossa meta é descobrir como
a densidade de néutrons n depende da coordenada x.
Para esse fim, consideraremos a origem do eixo x, ou seja
x = 0, na posicao da placa. Assim, a fonte de néutrons
estd em z = 0. A fim de simplificarmos a resolugdo, con-
sideraremos a solugdo apenas na regiao x > 0. Assim,
na solucdo matemadtica, a fonte sera tratada como uma
condigao de contorno, ou seja, J.(0) = Q/2. O fator 2
dividindo () decorre do fato de a fonte emitir igualmente
para z > 0 e para z < 0. A equagdo fica dada entao por

d*n(x)

-D
dx?

+ Xon(z) =0. (12)

Se reorganizarmos os termos da Equagao (12) e definir-
mos o comprimento de difusdo L? = D/¥,, chegamos
a

d*n(z) 1
dz? 12"

(x) =0. (13)

Note que a Equacdo (13) é linear e homogénea, logo
é natural procurarmos solugdes da forma n(z) = e**,
em que « é uma constante. Derivando duas vezes n(x)
dado e substituindo na Equagao (13), obtemos a equacao
caracteristica

1
2 _
o — ﬁ = 0,
cuja solugdo é @1 =1/L e ag = —1/L. Dessa forma,
n(x) = c1e*® + coe™ " (14)

Como estamos resolvendo a equagao na regiao = > 0,
devemos escolher ¢; = 0 para a evitar a divergéncia de
n(x). E entdo,

n(x) = cpe™ .. (15)
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Para encontrarmos a constante co, utilizaremos a
condigao de contorno dada por J,(0) = Q/2. Uma vez
que a lei de Fick nos diz que

dn(x)
I = — ,
(z) dzx
€ % = —cpae” ", temos que J,(0) = —coor. Assim,
coaD = %,
ou seja
e @
27 94D
Lembrando que o« = 1/L, a solu¢do do problema fica
dada por
n(z) = D¢ (16)

A Equagédo (16) nos diz que quando néutrons adentram
numa regiao meramente absorvedora, a sua densidade
decai exponencialmente com a distancia.

Figura 2. Grafico da densidade de néutrons n(z) numa regido
absorvedora (Equacdo (16)), considerando Q@ = lem ™ 2s™*,
L=2cmeD=1ecm 25!

O grafico esbogado na Figura (3) mostra o comporta-
mento de n(z).

IV. A EQUAGAO DE DIFUSAO DE NEUTRONS
E O TAMANHO CRITICO DE REATORES
NUCLEARES DE FISSAO

Nesta segao, utilizaremos a equagao de néutrons para
calcular o tamanho critico de um reator nuclear em di-
ferentes geometrias. A anédlise a ser realizada seguird a
Equacao (11) com algumas modificagoes que serao expli-
cadas a seguir. Primeiramente, nos recordemos do con-
ceito do fator de multiplicagao. O fator de multiplicagao
é definido por
ntimero de néutrons na i-ésima+1 geragao

numero de néutrons na i-ésima geragao

E importante relembramos ainda que k define se reator
estd num estado subcritico (k < 1), critico (k = 1) ou su-
percritico (k > 1). Um reator subcritico ndo sustenta a
reagao de fissao em cadeia, enquanto o supercritico pode
levar o sistema ao estado de desiquilibrio térmico. E ideal
um reator que opere com k préximo da unidade. Nesse
caminho, utilizemos vy /v para representar a variacao do
nimero médio de néutrons por fissao v. Nessa ldgica,
vy representa o nimero de néutrons por fissao que pre-
cisarfamos para alcan¢armos um sistema critico (k = 1),
enquanto v é o nimero real de néutrons produzidos por
fissdo. Assim, notamos que 1/k = yyr. Assim, a Equacao
(11), sem a presenga de fontes de néutrons @, fica dada
por

_DV2 _ (o
DV2n + Nn = ( - ) v . (17)

Perceba que esta equagao contém os termos relativos ao
balango do nimero de néutorns, quais sejam: o termo
que nos fornece a quantidade de néutrons que escapam
do sistema; o termo relativo aos néutrons absorvidos; e
o termo referente aos néutrons produzidos por fissdo. A
Equagao (17) pode ser escrita na forma

Yo (VE
2 Za (T 2f —
Vn—i—D(kEa )n 0. (18)

Contudo, devemos nos recordar que

b
koo = V=", 19
=gt (19)
é o fator de multiplicacdo k se considerarmos um reator
com dimensdes muito grandes. Recordando que L? =
D/%,, podemos escrever a Equacao (18) como

Vin + (%) n=0. (20)

Se definirmos —V?n/n = B2, a Equagao (20) fica escrita
como

V2n + B?n = 0. (21)

E ainda, a probabilidade do néutron nao vazar do reator
Py (nonleakage probability) é dada, em termos de B,
por

1

RN (22)

Pyp
Na sequéncia, utilizaremos as equagoes deduzidas nesta

secao para determinarmos os tamanhos criticos de reato-
res nucleares.

A. Reator Esférico

Neste tépico, apresentaremos com detalhes os calculos
para se determinar o raio critico de um reator cujo nicleo
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tenha formato esférico centrado na origem do sistema de
eixos coordenados. Nesse percurso, admitiremos que o
problema tenha simetria na parte angular, ou seja, a
densidade de néutrons varia apenas radialmente. As-
sim, se utilizarmos o operador laplaciano em coordena-
das esféricas, tomando somente a parte radial, a Equagao
(21) fica escrita como

d*n  2dn

— +-—+B’n=0. 23
dr? + r dr thm (23)
Para resolver esta equagdo, tomemos a fungao ¥(r) =
rn(r); a partir da qual encontramos

dip dn
@ " a

dziw B an d?n

az ~ Car e
Ou seja,

1P _2dn

rdr2  rdr  dr?’

Substituindo esses resultados na Equagao (23), obtemos

d*y

dr? + BZw =0,

(24)

a qual é uma equagao diferencial ordinaria de segunda or-
dem, homogénea e com coeficientes constantes. Logo, su-
gerimos como solugao ¥(r) = €*", cuja derivada segunda

2
é C(;T’f = o?e®". Assim, se substituirmos esses resultados

na Equagao (24), obtemos a equagao caracteristica

a2=—32

)

cujas raizes sdo a; = 1B e ag = —iB. Dessa forma, a
solugdo da Equagdo (24) fica dada na forma

Y(r) = AP+ Age BT,

Se utilizarmos a relacio de Euler e = cos §+isin 6, ¥(r)
fica dado por

Y(r) = Cy cos(Br) + Cq sin(Br),

donde C; = Ay + Ay e Cy = i(A; — As) slo constantes.
A densidade de néutrons é dada por n(r) = (r)/r, logo

cos(Br) e sin(Br) '
T T

n(r) = Ch

O problema envolve a origem, logo n(r) deve ser finito

in(B
em r = 0. Temos que w

B .
a zero, enquanto <2287) diverge quando 7, tende a zero.

Assim, devemos escolher C; = 0. E, assim,

tende a 1 quando r tende

sin(Br)
—

n(r) = Cq (25)

Figura 3. Gréfico da densidade de néutrons n(r) para um
reator esférico (Equagio (25)), considerando B = 1/2cm ™2
(ponto-reta), B = lem™2 (ponto) e B = 5¢m ™2 (reta).

O grafico esbogado na Figura (3) mostra o comporta-
mento de n(r). Notemos que & medida que B aumenta,
o tamanho critico do reator diminui.

Neste momento, utilizemos a condicao de fronteira que
a densidade de néutrons deve se anular na parede do
reator, ou seja, n(r) é zero em r = R, ou seja, n(R) = 0.
Usando este fato na Equagéao (25), obtemos

in(B
B SUBR) _ _1as (26)
R
o que s6 é possivel se
BR = mm, m=1,2,3,....

Este ultimo resultado pode nos fornece o raio critico de
um reator para sustestar uma reagao em cadeia. Para
isso, tomemos m = 1,pois queremos o menor valor de R,
isto é,

R=—. 27
. (27)
Lembremos que B depende somente dos constituintes que
sao utilizados no reator. A Equagdo (27) nos fornece o

raio critico de uma reator de fissao de formato esférico.

B. Reator Cilindrico

Neste espaco, determinaremos o raio critico de um re-
ator cilindrico de comprimento infinito. Consideraremos
o cilindro com centro na origem dos eixos coordenados.
Consideraremos que a densidade de néutrons possui si-
metria em relacao ao angulo polar. Nesse sentido, toma-
remos o laplaciano em coordenadas cilindricas, conside-
rando somente a parte radial. Dessa forma, a Equagao
(21) fica escrita como

d? 1d
L Ly S )

dr2 " rdr (28)
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V  CONSIDERACOES FINAIS

Essa equacgao é bastante conhecida na literatura de fisica-
matematica. A fim de reconhecé-la considere a equagao
diferencial

A Equagao (29) é conhecida como equagao diferencial de
Bessel de ordem m, e sua solugao é da forma

y(x) = crdm(kx) + caNpp (k).

As fungoes Jp,(kz) e Np,(kz) sdo conhecidas, respecti-
vamente, como fungoes de Bessel de primeira e segunda
espécie. No caso considerado na Equagao (28), temos que
m = 0, e entao,

n(r) = C1J0(B7‘) + CQN()(BT).

Porém, a fungdo Ny(Br) diverge em r = 0; por isso,
devemos escolher ¢o = 0. E a solucao do problema ficada
dada por

n(r) = e1Jo(Br).
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Figura 4. Gréfico da densidade de néutrons n(r) para um
reator cilindrico (Equacio (25)), considerando B = 1/2cm ™2
(ponto), B = lem™2 (reta) e B = 5em ™2 (ponto-reta).

O grafico esbogado na Figura (4) mostra o comporta-
mento de n(r). Notemos que, assim como no caso do
reator esférico, a medida que B aumenta, o tamanho
critico do reator diminui. O raio critico de um reator
cilindrico é obtido se considerarmos a condigao de forn-
teira n(R) = 0, ou seja, a densidade de néutrons nula nas
paredes do cilindro. Isso nos fornece

JQ(BT) =0.

Por sorte, a literatura nos fornece as raizes da fungao de
Bessel, neste caso, da fungao de Bessel de ordem zero.
Como queremos o raio critico, basta tormarmos a pri-
meira raiz, que é igual a 2,4048. Assim, BR = 2,4048.
Dessa forma, encontramos para o raio critico

2,4048
R="——. (31)
E assim, mais uma vez, obtemos o raio critico em ter-
mos da constante B, a qual estd relacionada com as
substéncias usadas no reator (combustivel, moderador,
ete).

V. CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo do trabalho, a equacao de difusao de néutrons
foi deduzida e analisada de forma pedagdgica. A partir
desta andlise, algumas aplicagoes simples foram imple-
mentadas, tais quais o cdlculo do raio critico de reatores
térmicos nos formatos cilindricos e esféricos. Como pers-
pectiva, almejamos realizar transposicoes didaticas para
abordagens mais complexas deste mesmo problema. Por
enquanto, deixamos aos leitores o estudo de situagoes que
abordem grupos de néutrons de diferentes energias, bem

como sistemas em que a parede dos reatores sejam refle-
toras.
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