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Usualmente, nos cursos de mecénica quantica na graduagao ou mesmo em disciplinas avancadas
de pés-graduagao, a teoria quantica é apresentada numa forma em que a quantizagao das grandezas
classicas é realizada pelo formalismo canénico, e a teoria fica escrita numa representagdo especifica
da posigao ou momentum. Neste texto, apresentamos de forma pedagdgica uma técnica de quan-
tizacao nao usual, denominada quantizagao de Weyl, e a partir dela mostraremos como construir
uma representagao para a mecanica quantica no espaco de fase: a representacao de Wigner. Na
formulagdo de Wigner, conforme veremos no texto, os operadores sdo representados por fungdes, e
a conexao quantico-classica é obtida por meio do limite & — 0.

I. A QUANTIZACAO DE WEYL

Quando estudamos mecéanica quantica nos cursos de
graduacao de fisica, a quantizacao de um sistema classico
é realizada, usualmente, via quantizagao canonica, a qual
corresponde ao estabelecimento de uma correspondéncia
entre as grandezas dinamicas de um sistema classico
e operadores quanticos que satisfazem a determinadas
relagoes de comutagao [1-5]. Nessa regra de quantizagao,
basta trocar as varidveis cldssicas dadas no hamiltoniano
pelos seus respectivos operadores. Por exemplo, tomemos
o hamiltoniano correspondente ao oscilador harmonico
classico
mw?

p2
H(q,p)=%+7q .

Para quantizd-lo fazemos a substituicdo ¢ — g e p — P,
em que [q,p] = ih; obtendo assim o hamiltoniano

=~ 2
ENPSN p mw= _«
H(@p) =5+~ 7.

Com isso, obtemos uma teoria quantica cuja dinamica do
sistema é governada pela equagao de Schroedinger, caso
escolhamos pela evolucao temporal da fungao de onda. Se
a opcao for feita pela evolugao temporal dos operadores,
a dinamica fica dada na representacao de Heisenberg.
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Em relacao a representagao de Schroedinger, usual-
mente fazemos a escolha dos operadores como ¢ = ¢ e
D= —ihdilq. Neste caso, a fungao de onda que descreve
o sistema fisica ficard dada na representacao da posigao,
isto é, ¥(q). Caso a opgao pelos operadores posi¢ao e
momento tivesse sido § = ihdip e p = p, a funcdo de onda

seria dada na representacdo do momento, isto &, J(p)
Apesar de ambas representagoes possuirem conexao, a
funcao de onda ora é representada em fungao de g, ora
em funcao de p [1-3].

A quantizagdo canonica, embora seja extremamente
simples para as fungoes polinomiais que geralmente apa-
recem na mecanica quantica, apresenta algumas ambigui-
dades. Por exemplo, suponha que desejassemos quantizar
a funcio w = ¢2p; de que forma definirfamos o operador
correspondente a w? Poderfamos utilizar §2p ou ¢pq,
ou ainda pg2. Assim, percebemos que hd uma ambigui-
dade na definicao do operador correspondente a w. Na
pratica, na regra de quantizacao canonica, solucionamos
essa problematica fazendo o que denominamos de sime-
trizagao de w antes de quantizar, ou seja, escrevemos to-
das as combinagoes possiveis do produto e dividimos pela
quantidade de combinacbes, o que neste caso especifico
forneceria

1
w=g (¢°p + qpq + pd®) -

Ap6s realizada a simetrizacao, relaizamos a quantizagao
canodnica, qual seja

P B
=3 (@°p+ @pg + p°) -
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Além da problema&tica da ambiguidade, a quantizagao
canodnica nao é facilmente aplicdvel quando se deseja
quantizar fungoes nao-polinomiais. Por esse motivo, ou-
tras técnicas de quantizacdo foram introduzidas, dentre
as quais a quantizacao de Weyl merece destaque.

J

Definigao 1:(Quantizacao de Weyl) As varidveis (g, p)
de um dado sistema classico sao quantizadas segundo a
regra (q,p) — (q,p), as fungoes f definidas sobre essas
quantidades sao quantizadas segundo o mapa de Weyl;

WIf]: f— £, definido por

Wi = F@) = G || [ [ dotriaivsia.pea-are, (1)

Esta correspondéncia classico-quantico é denominada re-
gra de quantizagao de Weyl [6, 7, 14].

Outra forma para se definir a quantizacao de Weyl é
a seguinte: suponha que desejamos quantizar a fungao
f(g,p). Primeiro calculamos a transformada de Fourier
de f(g,p), qual seja,

flo,7) = % //dqdpf(q,p)e_i(”q“p). (2)

Em seguida, calculamos a transformada de Fourier ope-
racional de f(o,7), qual seja,

f@p) = o [ [ dodrfione e,

J

(

A quantizacdo de Weyl possui inversa, a qual é dada
por [6]

WA = fa.p) = [ dula-1/201F@ P12
(4)

Essa forma particular de se escrever a inversa da rans-
formagao de Weyl serd bastante 1til na sequéncia deste
texto.

Agora, demonstaremos que a equagao (4) é de fato a
inversa da equagao (1).

Demonstracao 1:

Substituindo a equacdo (1) na equagao (4), obtemos

W = fan) = [dvta =120z [ [ [ [ dodrdador (a0l e

Utilizando a relagao de Baker-Campbell-Hausdorff, te-
mos

(

ez(oq-‘er) _ esz/Qezaqez‘rp/2.

E entao,

WA = ﬁ/ / / / / dydodrdgdpf (@, p)(q — 1/2yle’ /27177 g + 1 /2y)e v/, (5)

Porém, sabemos que gl¢’) = ¢'|¢') e €**P|¢’) = |¢’ +ha).

(

Utilizando essas relagoes, podemos escrever para o fator
(q — 1/2y|e’™P/2e17GeiP/2|q + 1/2y) o seguinte resultado

(g — 1/2y|e"P/2e!70 P2 |q 4+ 1/2y) = (q — 1/2y — h/27|e"|q + 1/2y + h/27)
= (q—1/2y — h/27|q + 1/2y + h/27)eio(a+1/2u+h/27)
=8y + hT)ew(q+1/2y+h/2T)'

Utilizando este tltimo resultado podemos calcular, na

(

equagdo (5), a integral em gy, obtendo
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w—l[ﬂzﬁ / / / / dodrdgdpf (g, p)e - D+irp=p)

(6) -1 / / / / io(@-a)+ir(P-p)
Identificando na equagdo (6) as deltas d(¢ — q) = Wiar) (2m)?2 dodrdgdpgpe
% fdgeid(q—® ed(p—p) = i dee”(p_m, temos (8)
Utilizando a relagdo de Baker-Campbell-Hausdorff, po-
demos escrever

Mﬁﬂﬂ=i//ﬁ&@ﬂ@5ﬁm—®ﬂpﬁﬂ=fwm)(ﬂ

eloq-‘rm’p = ¢l eszel/2oT )

Este resultado prova que de fato a equagdo (4) é a in- Inserindo essa relagao na equagédo (8), temos
versa da equagao (1), ou seja, a transformagao de Weyl
é inversivel. Wigp] = 1 . ////dO_deqdpqpeioqeiTpei(T?]\eiTﬁel/Q(TT.
Agora que ji conhecemos a regra de quantizacdo de (2m)
Weyl, bem como a sua inversa, faremos um exemplo para ) (9)
apurar a técnica. Podemos escrever ainda
Exemplo 1: Utilizando o mapa de Weyl e a relagao 1 io(7 S
. : . ~ - 4—q) ,iT(p—p—i/20)
@, D] = ih, quantize a funcio g(q,p) = qp. Wigp] = (272 / / / / dodrdqdpqpe’™ e i
Resolugao: Substituindo a funcao dada na equagao (10)
(1), temos E ainda,

1 i0(q—q) L / iT(p—p—i/20)
. 11
Wigp] = 5 // / dodgdpgpe 5 dre (11)

(

Isso nos fornece Podemos escrever a equagdo (13) da seguinte forma

1 (e .
Wlgp] = o / / / dodqdpgpe’™@TD§(p — p+i/20).

(12)
Usando a propriedade de integracao da delta

Jdxf(z)é(x —a) = f(a), temos

Wiapl = o [ [ dodaa@ ~ i20)e°00. (13)
J

1 N 1 N
Wigp] = (%//dadqqew(q_‘n> p—1i/2 <27r //dodqqaew(q_q)> . (14)

(

Ou ainda

J

= o fon () (& [ )]

[
Wian) = | [ doai@ )| 5-is2 | [ daa (=i ) 6@ ] . S A a ) = =5, obtemos

PO Lo
Utilizando as relagdes [dzd(z — a)f(z) = f(a) e Wlap] = Gp —1/2 = i(qp—i-pq). (17)

O resultado encontrado é o mesmo que seria encontrado
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se tivessemos utilizado a quantizacao candnica apos a si-
metrizagao. Perceba que no formalismo de Weyl nao ha
ambiguidades na quantizacao e nao ha a necessidade de
se realizar a simetrizacdo. O leitor interesado em prati-
car a técnica de quantizagdo apresentada éconvidado a
resolver o exercicio a seguir.

Exercicio: Utilizando o mapa de Weyl e a relagao
[@, ] = i, quantize as fungoes:

* g(q,p) = ¢°p.
 h(q,p) =d(q —q")o(p—p')

II. O PRODUTO DE WEYL
(PRODUTO-ESTRELA)

Agora que ja sabemos como quantizar uma funcéo que
depende das cordenadas posicao e momentum, ou seja,
uma fungao escrita no espaco de fase, estabeleceremos o
mapeamento do produto entre duas fungoes no espaco de
fase e seu representante na estrutura quantizada. Neste
contexto, a quantizacdo de Weyl do produto de duas
fungoes c-numbers induz o produto de Weyl, também de-
nominado produto-estrela, entre os respectivos operado-

J

res quantizados. Por esse motivo, a quantizacao de Weyl
também é conhecida como quantizagao por deformagao
[6, 7]. Nesse bojo, considere duas fungoes definidas no
espago de fase, a(q,p) e b(q,p), para as quais podemos
associar os operadores via mapa de Weyl,

~ ]- i(o T

a(o,7) = g//dqdpa(q,p)e( TR (18)
1 o

Aa.5) = 5 / / dodri(o, )T (19)

_ 1 .

blo,7) = %//dqdpb(q,p)el(”“”’), (20)

~ 1 ~ I
b(q,p) = %//dadrb(o, 7)eleatTP), (21)

Nesse sentido, podemos escrever

~ 1 L~ i i
a(a,p‘)b(a,ﬁ):w / / / / dodrdo’dr'a(o, 7)e" T Pp(o  7')el o TP, (22)

Por outro lado, podemos estabelecer a associagao

o~

c(q,p) = a(q,p)b(q, p). Assim, segue naturalmente que

1 - PSP
cq.p) = g//dach(a, 7)eloatTP), (23)

Utilizando a relagao de Baker-Campbell-Hausdorff, te-
mos que

ez(aq+’rp) _ 61/20’76171761011.

Também temos que
L~ PN 7 = . ’ ’ . N N~
ez(o‘q+rp)ez(a q+7'D) — 61/2(0' T—0T )ez(a+a' )qez(r+r )p.

Usando essa ultima relagdo na equagdo (23), podemos
escrever

E:&\A:////dadeJ'dT'E(J,T)E(J/,T/)ei/z(U/Tf‘”/)ei(”JrU/)aei(TJ”/)ﬁ. (24)

(

Com a transformacao de coordenadas

— /
oc=0+o0,
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=a :////dochUdTaU—o 7 — 1b(o!, 7 )/ 20T ) 1TAITP, (25)

(

A partir da iltima expressao podemos identificar

c(o,7) = //dU’dT’&(E—U’,?—T’)Z(U’,T/)ei/2(ol?_ET/).

(26)
Tomando a transformacao de Fourier inversa, temos

p) = ////d?dﬁda’dT’a(Ef o'\ T — T')Z(cr',7")6“2(”/?757')efi(a”ﬂ’) (27)

(

Com a mudanca o =0 + 0’ e T =7 4+ 7/, obtemos
b4 b

c(q,p) = //deada’dT’ei/Q(",T_”/) (E(U’,T’)e_i(?‘”?p)) <g(a, T)e_i(a”?p)) ) (28)

. ’ ’ .
Agora, note que o fator /27’ 7=77) pode ser visto como
ol o _d

N 2(
a agao do operador /507 95~ 20 7

sobre os fatores
|

ei/Q(Bq’ 07:0_37(1 Op

c(g,p) =

o que pode ser escrito como

c(g,p) = €' (s #5357 ) a(q',p")b(q, p), (30)

ou ainda

0(B 3 _ 5 &
e(a,p) = alg, ) FiB 58 )b ), (31)

em que as setas indicam o sentido em que os operadores
sao aplicados. As equagoes (30) e 31) sdo duas formas
equivalentes de se escrever o produto de Weyl ou produto-
estrela.

— /2 ( 22-Z d%) b — b
c(q,p) = a(g, p)e (¢,p) = alg, p) x b(q, p).
(32)
Esse resultado nos possibilita escrever
Wla xb] = W[a)W[b] = AB. (33)

O produto de Weyl goza das seguintes propriedades
1. axb#bxa,

(

(5(0',7')6_“?‘1*‘7}7)) e (’5(07 T)e_i(a”?p)). Com isso,

podemos escrever a equagao (28) como

(//da dr'a(o’, 7 )e T P>> (//deob o7 —“UWP)) (29)

(

2.ax(bxc)=(axb)*c
3. (axb)f = bl xal,

4. [ [dqdpa*b= [ [ dqdpb~*a,

Tais propriedades sdo de facil demonstracdo. O leitor
interessado pode fazé-las como exercicio.
A. Parenteses de Moyal
Os parenteses de Moyal sao definidos por
{a,b}py =axb—bxa. (34)

N . (2 23
Utilizando a rpropriedade ae’"\219r 9or2a)}  —

_i/g(ﬁﬁ_ﬁi) o ;
be 9a0p 9 %1)q e equacdo sinf =
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mos escrever

== e
{a,b}p = 2iasin 00 _ 909 b (35)
M dgdp  pdq )
Uma importante observagao a ser feita é que no limite
h — o0, o parentese de Moyal se reduz ao comutador
usual.

III. FUNCAO DE WIGNER

Nesta secao mostraremos como a partir da quantizagao
de Weyl somos induzidos naturalmente a definicao da
funcao de Wigner e a formulacao da mecanica quantica
no espago de fase.

E conhecido na mecérlica estatistica que o valor espe-
rado de um observavel O pode ser calculado a partir do
operador densidade p como [4, 5]

(0) = Tr(50). (36)

Por outro lado, o valor esperado do operador 9] pode ser

J

2rh

escrito usando a base dos autovalores de posicao como

0) = [ dalalgdlo) = [ [ dads(alpls)(3(0]a).

(37)
Tomando a mudanca de varidveis « = ¢+ 1/2y e § =
g — 1/2y, temos

(0) = / / dgdy{g+1/2y|pla—1/2y) (—1/2|O)q+1/2y).

(38)
A transformagao inversa de Weyl é dada por

O(q,p) =/dy<q— 1/2y[Olq + 1/2y)e™/" (39)

de onde segue que

1 . R
o [ Otape ™ = (q = 1/29/0lq + 1/29). (40)

pois

O(qvp)efipy//hdp = //dydp(q - 1/2y|6|q + 1/2y>eip(yfy’)/h

- /dy(q ~1/2y|0lq +1/29)(y — ¢/).-

(

Assim, nos resta que

(0) = ﬁlh ///dqdpdy<q +1/2y|plg —1/2y)O(q, p)e~ /"

- %///dqdpdy (<q— 1/2ylplg + 1/2y>eipy/h)*0(q’p)

Como a integral entre parenteses é simétrica nos limites
de integracao, seu resultado é um ntumero real. Sendo
assim, a conjugacao complexa torna-se sem efeito. Com
isso, podemos definir a fungao

fwla,p) = % /dy ((q —1/2y|plg + 1/2y>€ipy/h) ’

(41)
a qual é denominada fungdo de Wigner [8-13], e consit-
tui uma ferramenta fundamental & mecanica quantica no
espaco de fase, conforme veremos na sequéncia.

Nesse sentido, podemos escrever o valor esperado de

[ [ oo (55 [ an (@@= 1720050+ 1720)7) ) 00ar)

(

um observavel O como
0= [ [wdoapswiar. @)

Esse resultado constitui uma das propriedades da fungao
de Wigner.

Originalmente, Wigner introduziu seu formalismo em
1932 partindo da equacao 41[8, 9]. Com tal definigdo,
Wigner estudou as propriedades da fungao definida e es-
tabeleceu a formulagao da mecanica quantica no espaco
de fase. Na sequéncia, estudaremos as propriedades da
fungdo de Wigner [8-10, 14].
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1. Propriedades da Fungao de Wigner

Conforme vimos anteriormente , a fungdo de Wigner,
fw(aq,p), é definida como uma transformada de Fourier
dos elementos da matriz densidade, isto é,

ipy

fwtasp) = 2" [ dyexp(T)(a - Blola+ B, 13)

ou de forma equivalente,

_ —iqk k k
furtarp) = ) [ dkexp( =)o~ Slolp + 3).
(44)
No caso de o sistema quantico ser descrito por um estado
puro, a fungdo de Wigner pode ser escrita como,

fitasp) = 2t [l + Byota— Dy
Pode-se mostrar que a funcao de Wigner nao repre-
senta uma distribuicao de probabilidades, pois pode as-
sumir valores positivos e negativos. Este e outros aspec-
tos da funcao de Wigner sao interpretados a partir da
analise de suas propriedades.

e Propriedade 1

(g ? = / fw(@p)dp=(alolg).  (45)

Essa propriedade mostra que a partir da fungao de Wig-
ner podemos obter a densidade de probabilidade para se
encontrar uma particula entre q e g + dg
Demonstracao
Para demonstrar esta propriedade, o ponto de partida
serd a definicao da funcao de Wigner. Substituindo a
eq.43 na 45, obtemos

1 ipy
[ avtwtan) = s [ avsta=Yiola+ e

Se for realizada a integracao em p , tem-se

onde o termo entre parenteses é a funcao delta de Dirac,
0(y). Assim

/dpfw(q,p) :/dy<qf %Iplq+%>5(y)-

Utilizando a  propriedade da
J f(@)é(z)dz = f(0), temos

funcao  delta,

/ dpfu (0,0) = (alola) = [¥(@)]?.

e Propriedade 2

Outra propriedade, que é simétrica a anterior, é
dada por,

D) = / fw(@p)dg = (lplp).  (46)

Essa propriedade expressa a densidade de probabilidade
para se encontrar uma particula entre p e p + dp.
Demonstracao
Substituindo a equacao 44 na 46, temos

1 k k. —igk

d = —— [ dpdk{p — = —e R .
/ qfw(q,p) ) / pdk(p — 5 lolp + 5 )e
Se for feita a integrac@o primeiro em ¢, segue que

[ aatwtan) = [ awto = Sl + 5oz [ dae ™),

onde o termo entre parenteses é a funcao delta de Dirac,
d(k), e assim

[dateta.) = [ anto - Siolo+ 5500

o que leva a

/ dgfw (0, p) = (plolp) = ().

e Propriedade 3

A funcao de Wigner normalizada, isto é,

/ fw(q, p)dgdp =Trp = 1. (47)

Demonstracao
Substituindo a eq. 43 na eq. 47, obtém-se

N i
/fw(qm)dqdp: (2mh) 1/dydqdpexp(%)@—%lplﬁg%

Calculando a integral na variavel p, obtemos

ipy

R )

/fW(q’p)dqdp:/dydq(q—%IpIQJr%)((?ﬂﬁ)‘l/dpe

O termo entre parenteses é a fungao delta de Dirac. Com
isso, temos

/fw(q,p)dqdpz /dydq<q— %\p\q+%>5(y)
~ [ datalpla) = Trp = 1.

e Propriedade 4: A funcao de Wigner néo é positiva
definida.

eBFIS, Ano VII

ISSN:2318-8901

eBFIS 7 7245-7(2019)



NP universidade de Brasilia

R.G.G. Amorim e R.A.S. Paiva

Demonstracao

A fungao de Wigner nao representa uma distribuicao
de probabilidade, pois ela pode assumir valores positivos
e negativos, como pode ser observado a partir da argu-
mentac@o a seguir descrita. Se f, e fg sao duas fungdes
de Wigner associadas, respectivamente, aos estados |a) e
|B) , entao

(alB)? = (27Tﬁ)*1/fa(qm;f)fﬁ(q,p;t)dqdp-

O lado esquerdo dessa equagao é positivo ou nulo (se os
kets forem ortogonais). No dltimo caso, temos, como
consequéncia, a integral de f, fg nula. Como f, e fg nao
sao necessariamente nulas, resulta que f, e fz podem as-
sumir valores negativos e positivos, de tal modo a anular
a referida integral. Considerando que qualquer probabi-
lidade deve ser positiva, fica justificada a afirmacao de
que a funcao de Wigner nao representa uma distribuigao
de probabilidade no espacgo de fase.

Da mesma forma que definimos a funcao de Wigner
fw (g, p) como uma espécie de transformada de Fourier do
operador densidade p, podemos definir a funcao a. (g, p)
correspondente ao operador quantico usual a(g,p) por
meio das seguintes expressoes,

auen) = [ dyea(B)ia - Ba@pla+ Y. @)

J

gt [ dyeen( 2o~ Yipia+ 1)

ot

Utilizando o paréntese de Moyal, {a,b}yr = axb—b*a,
temos

MW = {Hw, fw}wm, (50)

em que observamos que essa equagao dinamica é andloga

ou

k
2

aulesn) = [ dheap(—) 0~ S[aG@HIp+ ). ()

que sdo analogas as equagdes 43 e 44. As fungoes a,, (g, p)
de equivalentes na representagdo de Wigner de a(q, p).
As fungoes ay, (g, p) satisfazem propriedades similares as
propriedades da funcoes de Wigner. O leitor interessado
podera estudé-las e demonstra-las como exercicio, vide

referéncias .

2. Ewvolugao Temporal da Funcgao de Wigner

Suponha agora que conhecemos a funcao de Wigner
ou qualquer operador na representacao de Wigner num
dado instante t, e desejamos determinar os correspon-
dentes operadores num instante posterior t 4+ dt. Para
isso, € preciso que conhecamos uma equagao que dé a
evolucao temporal da fungao de Wigner. Esta equagao
é uma equacao diferencial de primeira ordem no tempo
representada no espaco de fase, conforme deduziremos a
seguir.

Tomando entao a equacao de Liouville von-Neumann

L 0p ~
ih i [H,pl,

em que H representa o operador hamiltoniano, e apli-
cando nela o operador,

2mh) !
(2mh) h 2 2
em ambos os lados, temos que

/dyexp(@ﬂq ~Llg+ Yy,

) [ dyesp(T) (g - 41 Hpla + %)

_ { 53
~ ) [ dyesp(B) g - Ylpila+ %)

(

O que leva a

= HW(qvpa t) *fW(Q,p,t) - fW(Q7pa t) *Hw(Q>p7 t)

(

a equacao de Liouville-von Neumman, notando que o es-
tado do sistema é descrito pela fungao de Wigner e o
comutador foi substituido pelo paréntesis de Moyal.

Podemos ainda notar que o parentese de Moyal pode
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ser escrito da seguinte forma,

2

{a‘(Q7p)? b(Q7p)} = *a(q,p) sin [

. (0,9, ~ 9,,)1b(a.p).

(51)

o

. - ihA —ihA L.

onde foi utilizado e3> — e~z = 2isin().
Obtemos um resultado interessante se expandirmos
em série de poténcias o seno da ultima expressao que

define o paréntesis de Moyal,

BA, RA 1 BA

=5 ety

1 hA
3, ~ A5
Fau)r
No limite em que h — 0, obtemos como resultado que a
funcao de Wigner obedece a equagao de Liouville classica,
com Hy no lugar da funcao hamiltoniana, isto é

Ofw _ O0Hw Ofw  OHw Ofw

e ainda,
9Hw _ 9Hw _
dq op

E ainda, ha casos em que a hamiltoniana coincide com
a sua transformada de Weyl, levando-nos a concluir que

J

o
2mn
o

\/m2mn!

fw(Qap) = (271—71)71 (

2

= (27h)~! (

= (2rh)~! (

%
3
3

Se completarmos quadrado na exponencial dentro da in-
J

fw(a.p) = (2mh)~! (w?;w) e

Tomando a mudanga de varidveis z = — 5% + ay/2, che-

J

2

fwl(a,p) = (—1)”2(27#1)*1 <\/£nn'> o’

Utilizando a relagao

: a?(a—1 2
> / dyev/ne= S 1 (a(q — y/2))e

2__p” _
4a2n2

o formalismo de Wigner é compativel com o principio
da correspondéncia. Este fato justifica a aplicacao do
formalismo de Wigner em estudos de sistemas cadticos
semiclassicos, por exemplo.

IV. CALCULO DA FUNCAO DE WIGNER
PARA O OSCILADOR HARMONICO

Nesta secao, obteremos a funcao de Wigner para o os-
cilador harmoénico. Para calcularmos a funcao de Wigner
de um sistema, de acordo com a prescricao apresentada
neste texto, precisamos a solucao da equagao de Schro-
edinger do respectivo sistema. Para esse fim, considere
a equacao de Schroedinger para o oscilador harmodnico
unidimensional na representacao da posigao

B ( B2 92 mw?

g ) V) = BV (62

A solugao da equagao 52 é dada por

Unlq) = (\/;;%,)

em que a = /mw/hk e Hy(ag) sdo os polinémios de
Hermite. Dessa forma, a funcao de Wigner do oscilador
harmonico pode ser calculdada a partir da integral

1
2 2,2

Hn(aq)e_%7 (53)

_ o2 (g+y/2)?
2

Hy(ag+y/2)) (54)

) / dyev/he= " @CHE I, (a(q - y/2)) Ho(alg +y/2))

) e’ /dyeipy/ﬁ—azyz/‘*Hn(a(q —y/2))Hu(o(q +y/2)).

(

tegral, obtemos

st [aye G ] alg - y/2) Halala /D). (59)

(

gamos a

/dzefiHn(a(z + b +q))Hy(a(z + i—pa —q). (56)

2ha

(

+oo 2
/ dze ? Hp(2+a)Hp(2+b) = /m72"m!b" =" L~ (—2ab),

— 00
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m ~ A . .
em que Lgl ) 30 os polindmios de Legendre associados.

Com isso, finalmente obtemos a fungao de Wigner cor-
|

respondente ao oscilador harmonico unidimensional, a
qual é dada por

n _ —a22—4437 p2
furlanp) = 21" 2nm) e L, (0% 4 ). 0

Com a fungao de Wigner encontrada, podemos calcular
valores esperados utilizando a equagao 42. Sugerimos
ao leitor que calcule como exercicio o valor esperado da
energia.

V. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado o método de quan-
tizagao de Weyl, a partir do qual foi obtido um for-
malismo para a mecanica quantica no espaco de fase.
No ambito da quantizagdo de Weyl, podemos afirmar
que trata-se de um procedimento bem definido, a pri-
ori vélido para qualquer espécie de hamiltoniano, e sem

(

as ambiguidades caracteristicas do formalismo de quan-
tizagao canodnico. No arcabouco do formalismo de Wig-
ner para a mecanica quantica, percebemos que o principio
de equivaléncia é obtido de forma trivial, ou seja, a co-
nexao quantico-classico é obtida tomando A — 0. Além
disso, vimos que a funcao de Wigner nao pode ser con-
siderada uma distribuigao de probabilidades, pois pode
assumir valores negativo; porém, valores esperados po-
dem ser encontrados utilizando esse formalismo para a
mecanica quantica no espaco de fase. A fungdo de Wig-
ner possui diversas aplicacgoes, sendo assim, o leitor inte-
ressado pode aprofundar os estudos neste tema a partir
de literatura disponivel.
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