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As interações fundamentais da natureza, a eletrofraca e a cromodinâmica, são descritas no Modela
Padrão pela Teoria de Gauge através de simetrias internas que mantêm a invariância do funcional
ação. A interação fundamental da gravitação é muito bem descrita pela Relatividade Geral de
Einstein em um espaço-tempo métrico Riemanniano, porém a Relatividade Geral tem sido ao longo
do tempo uma teoria de campo gravitacional à parte do Modelo Padrão. A Teoria de Gauge permite
através de simetrias do grupo de Poincaré impor invariâncias no funcional da ação do campo de
espinores que resultam na interação gravitacional com os férmions. Nessa abordagem o campo
gravitacional além de ser descrito pela equação similar a da Relatividade Geral, também trás uma
interação spin-gravitacional em um espaço-tempo de Riemann-Cartan.

I. INTRODUÇÃO

Na Mecânica Clássica a partir do formalismo Lagran-
giano é posśıvel compreender as leis fundamentais da
F́ısica. O funcional ação produz equações de movi-
mento e através das invariâncias do funcional ação é
posśıvel obter as quantidades conservadas do movimento
como por exemplo a energia e o momento por invariância
por translação e o momento angular por invariância por
rotações [1]. A partir desses belos conceitos da Mecânica
Clássica, principalmente Dirac e Feynman, mostraram
que o formalismo de Lagrange e da ação adquirem uma
grande e completa importância na Teoria Clássica de
Campos [2]. O funcional ação para um campo é mate-
maticamente descrito por

S(t1, t2, [Φ]) ≡
∫ t2

t1

d4xL(Φ, ∂αΦ), (1)

onde d4x = dt dx dy dz é uma medida quadridimensi-
onal do espaço-tempo de Minkowski. O integrando L
é a densidade Lagrangiana da função dos campos e de
suas derivadas limitadas pela condição de invariância de
translação. Os campos ou coleções de campos Φ po-
dem ser campos escalares, espinoriais, vetoriais, etc. O
prinćıpio da ação mı́nima resulta nas equações de mo-
vimento de Euler-Lagrange,

∂α

(
∂L

∂(∂αΦ)

)
− ∂L
∂Φ

= 0, (2)

que produzem (i) a equação de Klein-Gordon para o
campo escalar de sipn zero; (ii) a equação de Dirac para o
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campo espinorial de spin 1
2 ; (iii) as equações de Maxwell

para o campo vetorial para o eletromagnetismo de spin
1; e assim por diante.

Na Teoria Clássica de Campos, o formalismo Lagran-
giano nos mostra como obter as quantidades f́ısicas que
são conservadas, isto é, de observáveis que são indepen-
dentes do tempo. A descrição matemática que associa
uma dada invariância a uma lei de conservação é o Te-
orema de Noether: Se o funcional ação é invariante
sob um grupo cont́ınuo de transformações dos campos,
então o correspondente Lagrangiano fixa um conjunto de
invariânciantes dinâmicos, isto é, as correntes conserva-
das.

Se considerarmos um grupo cont́ınuo de translação nas
coordenadas do espaço-tempo,

x′α = xα + aα , (3)

em uma determinada ação de campo relativ́ıstico, tere-
mos como consequência do teorema de Noether a con-
servação da energia e momento dado pela expressão:

∂αT
αβ = 0, (4)

onde Tαβ é o tensor energia-momento. Inicialmente
através do teorema de Noether e a partir do Lagrangiano,
o que obtemos é o denominado tensor energia-momento
canônico dado por:

T (C)α
β =

(
∂L

∂(∂αΦ)

)
(∂βΦ)− δαβL. (5)

Para o campo escalar de spin zero o tensor energia-
momento canônico é simétrico. Como o spin do campo
escalar é zero não existem contirbuições de energia de-
vido ao momento angular ao tensor energia-momento.
No entanto para os campos espinoriais e vetoriais o tensor
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energia-momento canônico obtido por (5) não é simétrico.
Os campos espinoriais e vetoriais dão contibuições de
energia devido ao momento angular intŕınseco. O for-
malismo matemático que conserta essa falta de simetria
é a teoria de Belifante-Rosenfeld. Esse formalismo leva
em consideração o momento angular dos campos espino-
riais e vetoriais,

Tαβ = T
(C)
αβ −

i

2
∂γBαβγ , (6)

onde o tensor Bαβγ é dado por:

Bαβγ = Sαβγ + Sγαβ − Sβγα. (7)

O tensor Sαβγ é a densidade de corrente de spin con-
tida no campo Φ. No formalismo de Belifante-Rosenfeld
esse tensor Sαβγ é dado em termos das transformações
de Lorentz para o campo Φ,

Sαβγ =
∂L

∂(∂αΦ)
Σβγ Φ, (8)

aqui os termos Σβγ são os geradores das transformações
de Lorentz, de rotações e boosts, de forma que o campo
se transforma covariantemente de acordo com as in-
variâncias de Lorentz,

Φ′(x′) = exp

[
i

2
εαβΣαβ

]
Φ(x), (9)

e que obedecem a álgebra de Lie:

i[Σγδ,Σαβ ] = gαδΣγβ−gαγΣδβ+gβδΣαγ−gβγΣαδ. (10)

A teoria de campo para a gravitação é muito bem des-
crita pela Teoria da Relavidade Geral como uma des-
crição de um espaço-tempo riemanniana (M, g) com cur-
vatura satisfazendo as equações de campo de Einstein,

Gµν = 8πGTµν , (11)

é caracterizado pelo tensor energia momento Tµν , que
acomoda entre suas componentes a densidade de ener-
gia e a densidade de momento associados a um sistema
f́ısico que pode curvar o espaço-tempo. Do teorema de
Noether, Tµν deve satisfazer a equação de conservação,

∇µTµν = 0. (12)

Nesse trabalho vamos usar as letras gregas:
α, β, γ, δ, · · · para os ı́ndices de tensores, vetores,
etc em coordenadas no espaço-tempo de Minkowski
com tensor métrico ηαβ = diag(−1, 1, 1, 1). Ao passo
que as letras gregas κ, λ, µ, ν, · · · para os ı́ndices de
tensores, vetores, etc no espaço-tempo curvo, também
denomidado de ı́ndices holonômicos ou coordenados.
Em inglês também usam o termo world indices.

Como sabemos a teoria da Relatividade Geral des-
creve as trajetórias de part́ıculas massivas e até mesmo
os fótons ao redor das grandes concentrações de mas-
sas como planetas, estrelas, galáxias, etc. É razoável

ver a teoria da Relatividade Geral como um limite ma-
croscópico de uma ainda desconhecida teoria quântica da
gravitação. Élie Cartan foi quem deu um primeiro passo
na direção de uma posśıvel teoria microscópica da gra-
vitação ao mostrar que torção no espaço-tempo poderia
ser proveniente do spin da matéria [3]. A construção
inicial para uma teoria da gravitação envolvendo spin e
torção foi iniciada por Utiyama [4], e aprimorada com
Kibble [5] e Sciama [6] que levaram à formulação da te-
oria de Einstein-Cartan-Kibble-Sciama (ECKS) da gra-
vitação, ou teoria U4 da gravitação [3, 7–10]. Essa teoria
da gravitação ECKS é descrita no espaço-tempo deno-
minado de espaço de Riemann-Cartan, onde a torção é
parte integrante da conexão afim. Nessa teoria o tensor
energia-momento se acopla a curvatura do espaço-tempo
da mesma forma que na Relatividade Geral como visto
na equação (11), e também produz uma outra equação
que acopla o tensor de densidade de corrente de spin com
a torção no espaço-tempo de Riemann-Cartan. Por aco-
plar energia-momento e spin da matéria à metrica e à
torção e por tratá-los como variáveis independentes a te-
oria ECKS se torna uma extensão da Relatividade Geral.
As predições da teoria ECKS são absolutamentes indis-
tingúıveis da teoria da Relatividade Geral mesmo para
alt́ıssimas densidades de matéria, ocorrendo rupturas en-
tre as duas teorias unicamente em densidades ultra altas.
Nesses ambientes extremos, de ultra densidades, o aco-
plamento entre spin e torção poderia em prinćıpio produ-
zir uma repulsão gravitacional que impediria a formação
de singularidades [11]. Na seção II veremos as definições
dos tensores de torção e contorção. Na seção III vere-
mos as principais consequências da torção na definição do
tensor de curvatura, a identidade de Palatini no espaço-
tempo com torção, a ação de Einstein-Cartan e as duas
equações de campo de Einstein-Cartan. Na seção IV fa-
zemos uma breve revisão e discussão sobre o campo es-
pinorial, os blocos fundamentais da matéria no espaço-
tempo plano. Pelo teorema de Noether, o tensor energia-
momento é não simétrico sendo necessário aplicar o me-
canismo de Belifante-Rosenfeld que adiciona ao tensor
energia-momento canônico a contribuição da densidade
de corrente de spin, simetrizando-o. Na seção V expomos
os cálculos detalhados para a Teoria de Gauge da Gra-
vitação com o objetivo de construir a derivada covariante
para a ação espinorial. E finalmente na seção VI mos-
tramos como são obtidos os tensores energia-momento e
densidade de corrente de spin a partir da ação espino-
rial no espaço-tempo curvo. A partir desses dois tensores
obtem-se as duas equações de Einstein-Cartan.

II. ESPAÇO-TEMPO DE RIEMANN-CARTAN

Antes de descrevermos as equações de campo gravita-
cional em um espaço-tempo que envolva curvatura e ao
mesmo tempo a torção, vamos analisar em que condições
é definido o tensor de torção. O ponto de partida para
isso é consideramos que o tensor métrico gµν de um deter-
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minado espaço-tempo tenha a derivada covariante nula,

∇λgµν ≡ 0. (13)

A derivada covariante no espaço-tempo de Riemann-
Cartan, tem a mesma definição e forma que a derivada
covariante no espaço Riemanniano,

∇µAν = ∂µA
ν + ΓνµκA

κ, (14)

onde os termos Γνµκ são as conexões métricas [12]. No
espaço-tempo Riemanniano as conexões são simétricas
nos ı́ndices µ e κ, ao passo que no espaço-tempo de
Riemann-Cartan as conexões não são simétricas. É im-
portante denotar aqui que o ı́ndice µ no operador ∇ da
derivada covariante na equação acima (14) aparece na

segunda posição do coeficiente de conexão Γ, ao passo
que algumas referências esse ı́ndice aparece na terceira
posição.

Com a condição da derivada covariante do tensor
métrico ser nula (13), podemos analisar da mesma forma
que se faz no espaço Riemanniano um conjunto de três
equações vistas abaixo,

∂λgµν − Γκλµgκν − Γκλνgκµ = 0

∂µgνλ − Γκµνgκλ − Γκµλgκν = 0

∂νgλµ − Γκνλgκµ − Γκνµgκλ = 0.

(15)

Podemos realisar a seguinte operação com o sistema de
equações acima,

−∂λgµν + ∂µgνλ + ∂νgλµ − (Γκµν + Γκνµ) gκλ + (Γκλµ − Γκµλ) gκν + (Γκλν − Γκνλ) gκµ = 0. (16)

Os dois termos entre parêntesis que são subtração, são definidos como tensores de torção,

Tκλµ = (Γκλµ − Γκµλ) . (17)

No espaço-tempo Riemanniano devido a simetria nos
ı́ndices λ e µ anulam o tensor de torção. Então com
a definição acima a equação (16), se torna,

−∂λgµν + ∂µgνλ + ∂νgλµ + Tκλµgκν + Tκλνgκµ − (Γκµν + Γκνµ) gκλ = 0,

ou ainda,

Tµλν+Tνλµ+(∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν) = (Γκµν + Γκνµ) gκλ.

resultando em:

Γρ(µν) =
1

2
gλρ (∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν) +

1

2
gλρ (Tµλν + Tνλµ) , (18)

onde usamos a identidade 1
2 (AµBν + AνBµ) = A(µBν).

Observe que o primeiro termo do lado direito da equação
acima é o śımbolo de Christoffel, dado por:{

ρ
µν

}
=

1

2
gλρ (∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν) . (19)

Observando que os śımbolos de Christoffel são simétricos
nos ı́ndices µ e ν, e que o tensor de torção (17) é an-
tissimétrico nos mesmos ı́ndices, podemos inferir que a
conexão Γρµν deve ser composta de partes simétrica e

antissimétrica,

Γρµν = Γρ(µν) + Γρ[µν],

onde a antissimetria do tensor é dado pelo anticomutador
Γρ[µν] = 1

2 (Γρµν−Γρνµ), de forma que temos da equação
acima a relação,

Γρ(µν) = Γρµν −
1

2
Tρµν ,

de forma que substituindo essa relação acima e o śımbolo
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de Christoffel (19) na equação (18) obeteremos,

Γρµν =

{
ρ
µν

}
+

1

2
gλρ (Tµλν + Tνλµ + Tλµν) (20)

ou simplesmente

Γρµν =

{
ρ
µν

}
+Kρ

µν (21)

onde definimos o tensor de contorção como,

Kρ
µν =

1

2

(
Tµ

ρ
ν + Tν

ρ
µ + Tρµν

)
. (22)

Vamos definir o vetor de torção como uma contração
do tensor (17) da seguinte maneira,

Tµ = Tνµν (23)

e devido a antissimetria nos ı́ndices µ e ν do tensor de ten-
sor (17) também vale Tµ = −Tρρµ. Também é posśıvel
obter a partir do tensor de contração,

Kρ
µ
µ =

1

2

(
Tµρ

µ + Tµρµ + Tρ
µ
µ

)
=

1

2
(Tµρµ + Tµρµ + 0) = Tρ.

(24)
Devido a antissimetria verifica-se que Kµ

µν = −Tν e que
Kρ

µρ = 0.

A. Comutador de derivadas covariantes

Na geometria Riemanniana obtemos o tensor de curva-
tura ou tensor de Riemann quando realizamos o cálculo
do comutador das derivadas covariantes. Vejamos a se-
guir o que obteremos realizando o cálculo de comutadores
levando em conta que as conexões no expaço-tempo de
Riemann Cartan são compostas de parte simétrica e an-
tissimétrica,

[∇µ,∇ν ]Aρ = ∇µ∇νAρ −∇ν∇µAρ
= ∂µ∂νA

ρ + (∂µΓρνσ)Aσ + Γρνσ∂µA
σ + Γρµλ∂νA

λ + ΓρµλΓλνσA
σ − Γλµν∂λA

ρ − ΓλµνΓρλσA
σ

− ∂ν∂µAρ − (∂νΓρµσ)Aσ − Γρµσ∂νA
σ − Γρνλ∂µA

λ − ΓρνλΓλµσA
σ + Γλνµ∂λA

ρ + ΓλνµΓρλσA
σ

=
(
∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ

)
Aσ −

(
Γλµν − Γλνµ

)
(∂λA

ρ + ΓρλσA
σ) ,

resultando em,

[∇µ,∇ν ]Aρ = RρσµνA
σ − Tλµν∇λAρ. (25)

Observe que se o espaço-tempo não tem torção, Tλµν =
0, o comutador acima se reduz ao comutador do espaço
Riemanniano.

III. A AÇÃO DE EINSTEIN-CARTAN

Vimos na seção anterior que o tensor de curvatura no
espaço-tempo de Riemann-Cartan tem o mesmo formato

algébrico que o tensor de curvatura no espaço-tempo
de Riemann, com o detalhe que as conexões no espaço-
tempo de Riemann-Cartan tem componentes simétrica e
componentes antissimétricas,

Rκλµν = ∂µΓκνλ−∂νΓκµλ+ΓκµρΓ
ρ
νλ−ΓκνρΓ

ρ
µλ. (26)

Uma variação infinitesimal no tensor de curvatura resulta
em,

δRκλµν = δ (∂µΓκνλ)− δ (∂νΓκµλ) + δ (Γκµρ) Γρνλ + Γκµρ δΓ
ρ
νλ − δ (Γκνρ) Γρµλ − Γκνρ δΓ

ρ
µλ, (27)

com a condição

δ (∂µΓκνλ) = ∂µ δΓ
κ
νλ,

obtemos então que uma variação infinitesimal no tensor
de curvatura resulta em,

δRκλµν = ∂µ δΓ
κ
νλ − ∂ν δΓκµλ + δ (Γκµρ) Γρνλ + Γκµρ δΓ

ρ
νλ − δ (Γκνρ) Γρµλ − Γκνρ δΓ

ρ
µλ, (28)

Com essa equação em mente vamos descrever a seguir a famosa identidade de Palatini nesse contexto do espaço-
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tempo de Riemann-Cartan dada por,

∇µ (δΓκνλ)−∇ν (δΓκµλ) = ∂µ δΓ
κ
νλ + ΓκµρδΓ

ρ
νλ − ΓρµνδΓ

κ
ρλ − ΓρµλδΓ

κ
νρ

− [∂ν δΓ
κ
µλ + ΓκνρδΓ

ρ
µλ − ΓρνµδΓ

κ
ρλ − ΓρνλδΓ

κ
µρ] , (29)

então comparando a equação acima (29) com a equação
antecedente (28), obtemos que

∇µ (δΓκνλ)−∇ν (δΓκµλ) = δRκλµν−(Γρµν − Γρνµ) δΓκρλ,

que pela definição do tensor de torção (17), obtemos
a identidade de Palatini no espaço-tempo de Riemann-
Cartan,

δRκλµν = ∇µ (δΓκνλ)−∇ν (δΓκµλ) + TρµνδΓ
κ
ρλ. (30)

Para a construção da ação de campo gravitacional neces-
sitamos do tensor de Ricci Rµλµν = Rλν , cujo a variação
infinitesimal é dada pela equação abaixo,

δRλν = ∇µ (δΓµνλ)−∇ν (δΓµµλ) + TρµνδΓ
µ
ρλ. (31)

Agora é posśıvel descrevermos a ação de campo gra-
vitacional no espaço-tempo de Cartan. A ação é alge-
bricamente semelhante a ação de Einstein-Hilbert na Re-
lavidade Geral. No espaço-tempo com torção essa ação
é denominada de ação de Einstein-Cartan dada pela
expressão abaixo,

SEC =
1

16πG

∫
Ω

d4x
√
−g R, (32)

onde R = gµνRµν é o escalar de curvatura. Da mesma
forma que na Relatividade Geral, as equações de campo
são obtidas a partir da variação da ação,

δSEC =
1

16πG

∫
Ω

d4x
[(
δ
√
−g
)
R+
√
−g (δRµν) gµν +

√
−gRµνδgµν

]
.

Podemos substituir na equação acima δ
√
−g = −

√
−g
2 gµνδg

µν e também a identidade (31) para obter-
mos,

δSEC =
1

16πG

∫
Ω

d4x

{
−
√
−g
2

gµν Rδg
µν +

√
−gRµνδgµν +

√
−g
[
∇λ
(
δΓλνµ

)
−∇ν

(
δΓλλµ

)
+ TρκνδΓ

κ
ρµ

]
gµν

}
.

Da condição de covariância do tensor métrico (13) pode- mos obter,

δSEC =
1

16πG

∫
Ω

d4x
√
−g
[
Rµν −

1

2
gµν R

]
δgµν+

1

16πG

∫
Ω

d4x
√
−g
[
∇λ
(
gµνδΓλνµ

)
−∇ν

(
gµνδΓλλµ

)
+ Tρκ

µδΓκρµ
]
.

(33)

Já podemos identificar o tensor de Einstein, Gµν =
Rµν − 1

2gµν R, na primeira integral da equação acima.

Os dois termos na segunda parte, ∇λ
(
gµνδΓλνµ

)
−

∇ν
(
gµνδΓλλµ

)
são divergentes, ∇µV µ. Vamos ver com

alguns detalhes como deve-se tratar esses dois termos di-
vergentes no espaço-tempo com torção. Primeiramente

vemos que,

∇µV µ = ∂µV
µ + ΓµµλV

λ,

ou então,

∇µV µ = ∂µV
µ +

{
µ
µλ

}
V λ +Kµ

µλV
λ,

onde podemos usar a identidadeKµ
µλ = −Tλ, bem como
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a identidade dos śımbolos de Christoffel,{
µ
µλ

}
=
∂λ
√
−g√
−g

,

de froma que obtemos para a divergência do vetor V µ a
seguinte equação,

∇µV µ = ∂µV
µ +

∂µ
√
−g√
−g

V µ − Tµ V
µ. (34)

Se realizarmos a integral dessa divergência na região Ω,∫
Ω

d4x
√
−g∇µV µ =

∫
Ω

d4x∂µ
(√
−g V µ

)
−
∫

Ω

d4x
√
−gTµV µ,

(35)
onde podemos utilizar o teorema da divergência de
Gauss, de forma que a integral pode ser reescrita como,∫

Ω

d4x
√
−g∇µV µ =

∮
∂Ω

d3x
√
−g V µn̂µ−

∫
Ω

d4x
√
−gTµV µ.

(36)

Na Teoria Clássica de Campos, o termo de superf́ıcie ∂Ω
deve se cancelar devido a finitude dos campos, então te-
mos como resultado dessa integral o valor:

∫
Ω

d4x
√
−g∇µV µ = −

∫
Ω

d4x
√
−gTµV µ. (37)

Devemos observar que se estivéssemos tratando de um
espaço-tempo livre de torção a segunda integral do lado
direito da equação (33) se anularia e obteŕıamos as
equação de campo gravitacional da Relavidade Geral
apenas. Voltando o resultado obtido na equação (37)
na variação da ação da equação (33), obtemos então,

δSEC =
1

16πG

∫
Ω

d4x
√
−g Gµνδgµν +

1

16πG

∫
Ω

d4x
√
−g
[
−Tλ

(
gµνδΓλνµ

)
+ Tν

(
gµνδΓλλµ

)
+ Tλµ

ν
δΓµλν

]
. (38)

Antes de seguirmos em frente vamos utilizar uma iden-
tidade matemática do tensor métrico que pode ser vista
abaixo como,

δgµν = −gµκgνλδgλκ, (39)

e substituindo essa igualdade na variação da ação (38)
obtemos,

δSEC = − 1

16πG

∫
Ω

d4x
√
−g Gκλδgκλ +

1

16πG

∫
Ω

d4x
√
−g
[
−Tλ

(
gµνδΓλνµ

)
+ Tν

(
gµνδΓλλµ

)
+ Tλµ

ν
δΓµλν

]
.(40)

Então finalmente chegamos ao ponto em que é posśıvel
obter duas equações de campo a partir do funcional de
ação acima. A primeira é a variação da ação em relação
ao tensor métrico, que resulta na tradicional equação de

campo gravitacional da Relatividade Geral,

δSEC
δgµν

= − 1

16πG
Gµν = − 1

16πG

(
Rµν − 1

2
gµν R

)
.

(41)
A segunda variação é em relação ao campo de conexões
que é visto a seguir,

δSEC
δΓρστ

=
1

16πG

(
Tλµ

ν
δρ
µδλ

σδν
τ + Tνg

µνδρ
λδλ

σδµ
τ − Tλg

µνδρ
λδν

σδµ
τ
)

=
1

16πG
(Tσρ

τ + Tνg
τνδρ

σ − Tρg
τσ)

ou então, δSEC
δΓρστ

=
1

16πG
(Tσρτ + Tτgρσ − Tρgτσ) (42)
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Agora considere a presença de um campo de matéria
no espaço-tempo de Riemann-Cartan onde a ação total
de um determinado sistema é dada por

S = SEC + SM , (43)

onde SM é uma ação de algum campo de matéria dada
por:

SM =

∫
d4x LM (44)

onde LM é uma Lagrangiana de algum campo. Desta
forma, uma variação na ação resulta em:

δSEC + δSM = 0, (45)

e como

δSEC
δgµν

= − 1

16πG

√
−g Gµν

então,

−
√
−g

16πG
Gµν +

δSM
δgµν

= 0

ou então,

Gµν =
16πG√
−g

δSM
δgµν

. (46)

Então pode-se calcular o tensor energia-momento a partir
da ação de um campo de matéria, para que essa resulte
na equação de campo de Einstein,

Tµν =
2√
−g

δSM
δgµν

. (47)

O tensor energia-momento calculado pela equação acima
é denominado tensor-energia momento métrico ou ten-
sor energia-momento de Hilbert. Para uma ação SM de
campo escalar e também para o campo eletromagnético o
cálculo acima resulta diretamente em um tensor energia-
momento simétrico. Porém para um campo espinorial
o tensor energia-momento calculado pela equação (47)
não será simétrico, sendo necessário utilizar o mecanismo
de Belinfante [14]. Na próxima seção mostraremos os
cálculos desse tensor no espaço-tempo plano da Relati-
vidade Especial e posteriormente mostraremos como cal-
cular esse tensor no espaço-tempo curvo.

Vejamos agora o resultado que obtemos se a variação
da ação for em relação ao campo de conexões dado pela
equação (42), termos que,

δSEC
δΓλµν

+
δSM
δΓλµν

= 0,

resultando em

Tµλν + Tνgλµ − Tλgµν = 8πGSµλν , (48)

onde

Sµλν = − 2√
−g

δSM
δΓλµν

(49)

é a densidade de corrente de spin do campo de matéria. O
tensor energia-momento é a fonte da curvatura no espaço-
tempo ao passo que o tensor de densidade de corrente de
spin é a fonte de torção no espaço-tempo. Veremos isso
com mais detalhes nas próximas seções.

IV. CAMPO ESPINORIAL

Os componentes básicos da matéria são os fêrmions e
a teoria de gauge para a gravitação deve ser constrúıda
a partir dos campos de matéria fermiônicos de spin 1

2 . O
funcional ação tem Lagrangiano dado por:

L =
i

2

(
ψ̄γα∂αψ − (∂αψ̄)γαψ

)
+mψ̄ψ. (50)

Onde as matrizes γα obedecem a algebra de Clifford:

{γα, γβ} = γαγβ + γβγα = 2ηαβ11. (51)

sendo 11 a matriz identidade 4×4. O campo fermiônico ψ
é um espinor coluna de quatro componentes, cujo espinor
adjunto é dado por ψ̄ = ψ†γ0.

As equações de Euler-Lagrange para o Lagrangiano es-
pinorial acima são as duas equações abaixo

∂α

(
∂L

∂(∂αψ̄)

)
− ∂L
∂ψ̄

= 0. (52)

e

∂α

(
∂L

∂(∂αψ)

)
− ∂L
∂ψ

= 0. (53)

que resultam nas duas equaçõe de Dirac:

(iγα∂α +m11)ψ = 0 (54)

e

−i∂αψ̄γα+mψ̄ = 0 ou ψ̄(−i
←−
∂ αγ

α+m11) = 0.
(55)

O teorema de Noether nos mostra que o tensor energia-
momento canônico será dado por:

T (C)α
β =

∂L
∂(∂αψ)

(∂βψ) + ∂βψ̄
∂L

∂(∂αψ̄)
− δαβL, (56)

que resulta em:

T
(C)
αβ =

i

2
ψ̄γα∂βψ −

i

2
(∂βψ̄)γαψ. (57)

Devemos observar aqui que o tensor energia-momento
canônico obtido através do teorema de Noether não está
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simetrizado. Sendo então necessário utilizar os pro-
cedimentos de Belinfante-Rosenfeld discutido didatica-
mente por Weinberg na referência [15]. A metodologia
de Belinfante-Rosenfeld consiste em calcular a densidade
de energia contida na densidade de spin. Essa metodolo-
gia resume-se em calcular a seguinte equação,

Tαβ = T
(C)
αβ −

i

2
∂δBαβδ, (58)

ou ainda

Tαβ = T
(C)
αβ −

i

2
∂δ(Sαβδ + Sδαβ − Sβδα), (59)

onde o tensor Bαβδ é dado por:

Bαβδ = Sαβδ + Sδαβ − Sβδα. (60)

O tensor Sαβδ é a densidade de spin contida no campo
fermiônico que de acordo coma Teoria Clássica de Cam-
pos é dado por:

Sαβδ =
∂L

∂(∂αψ)
Σβδ ψ + ψ̄(−Σβδ)

∂L
∂(∂αψ̄)

, (61)

reafirmando que o espinor adjunto ψ̄ se transforma com
sinal trocado em relação a ψ, por isso o sinal negativo no
gerador das transformações Σβδ de Lorentz para o campo
espinorial. Realizando esse cálculo obtemos que:

Sαβδ =
i

2
ψ̄γαΣβδψ − ψ̄Σβδ

(
−i
2

)
γαψ =

i

2
ψ̄ (γαΣβδ + Σβδγ

α)ψ (62)

ou então em termos de anticomutador,

Sαβδ =
i

2
ψ̄ {γα,Σβδ}ψ. (63)

Agora podemos calcular o tensor Bαβδ na equação (60),
onde temos

Bαβδ = Sαβδ + Sδαβ − Sβδα =
i

2
ψ̄ ({γα,Σβδ}+ {γδ,Σαβ} − {γβ ,Σδα})ψ. (64)

Podemos agora simplificar a expressão acima utilizando
a definição dos geradores de transformações de Lorentz,

Σαβ =
i

4
[γα, γβ ] , (65)

também a identidade (51), onde {γα, γβ} = 2ηαβ11 em
conjunto com a identidade:

{A, [B,C]} − {B, [C,A]} = [{A,B} , C] (66)

de forma que os dois últimos anticomutadores na ex-
pressão (64) será dado por:

{γβ ,Σδα} − {γδ,Σαβ} =
i

4
{γβ , [γδ, γα]} − i

4
{γδ, [γα, γβ ]} =

i

4
[{γβ , γδ} , γα] =

i

4
[2ηβδ11, γα] = 0. (67)

Então o tensor da equação (64) resulta em,

Bαβδ =
i

2
ψ̄ {γα,Σβδ}ψ. (68)

Para finalizarmos o cálculo do tensor energia-momento
de Belifante-Rosenfeld na equação (58), vamos calcular a

derivada do tensor acima,

∂δBαβδ =
i

2
(∂δψ̄) {γα,Σβδ}ψ +

i

2
ψ̄ {γα,Σβδ} ∂δψ.

(69)
Agora devemos abrir os cálculos nos termos acima que
podem ser simplificados. Para o primeiro termo na
equação acima comutando a matriz γδ para a esquerda,

i

2
(∂δψ̄) {γα,Σβδ}ψ =

i

2
(∂δψ̄)

i

4
(4ηβδγα − 4ηαδγβ + 2γδ[γα, γβ ])ψ
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=
i2

2

(
(∂βψ̄)γα − (∂αψ̄)γβ +

1

2
(∂δψ̄)γδ︸ ︷︷ ︸[γα, γβ ]

)
ψ,

onde devemos utilizar a equação de Dirac (55) no termo marcado acima resultando em:

i

2
(∂δψ̄) {γα,Σβδ}ψ = −1

2

(
(∂βψ̄)γα − (∂αψ̄)γβ +

i

2
mψ̄[γα, γβ ]

)
ψ. (70)

Para o segundo termo da termo da equação (69) vamos comutar a matriz γδ para a direita,

i

2
ψ̄ {γα,Σβδ} ∂δψ =

i

2
ψ̄
i

4
(4ηδαγβ − 4ηβδγα + 2[γα, γβ ]γδ) ∂

δψ

=
i2

2

(
ψ̄γβ∂αψ − ψ̄γα∂βψ +

1

2
ψ̄[γα, γβ ] γδ∂

δψ︸ ︷︷ ︸
)
,

onde devemos utilizar a equação de Dirac (54) no termo marcado acima resultando em:

i

2
ψ̄ {γα,Σβδ} ∂δψ = −1

2

(
ψ̄γβ∂αψ − ψ̄γα∂βψ −

i

2
mψ̄[γα, γβ ]ψ

)
. (71)

Então somando os dois resultados (70) e (71) para obter- mos o resultado para a equação (69),

∂δBαβδ = −1

2

(
(∂βψ̄)γαψ − (∂αψ̄)γβψ + ψ̄γβ∂αψ − ψ̄γα∂βψ

)
(72)

Então finalmente podemos colocar esse resultado na es- pressão (58) para obtermos o tensor energia-momento do
campo espinorial simetrizado de Belifante-Rosenfeld,

Tαβ = T
(C)
αβ −

i

2
∂δBαβδ

=
i

2
ψ̄γα∂βψ −

i

2
(∂βψ̄)γαψ +

i

4

(
(∂βψ̄)γαψ − (∂αψ̄)γβψ + ψ̄γβ∂αψ − ψ̄γα∂βψ

)
,

onde chegamos ao resultado:

Tαβ =
i

4
(ψ̄γα∂βψ+ψ̄γβ∂αψ)− i

4
((∂αψ̄)γβψ+(∂βψ̄)γαψ),

(73)

em que o tensor energia-momento do campo espinorial
está finalmente simetrizado.

A transição de uma equação ou lei f́ısica do espaço-
tempo plano de Minkowski para um espaço-tempo curvo

eBFIS, Ano VII ISSN:2318-8901 eBFIS 7 7244-9(2019)



Wytler Cordeiro dos Santos

é feito através da substituição do tensor métrico ηαβ do
espaço-tempo plano pelo tensor métrico gµν do espaço-
tempo curvo. O prinćıpio de equivalência nos diz que
devemos substituir as derivadas ∂α do espaço-tempo
plano pelas derivadas covariantes ∇µ do espaço-tempo
curvo [16]. Veremos mais adiante que ao calcularmos o
tensor energia-momento simétrico do campo espinorial
no espaço-tempo curvo, resulta nesse mesmo resultado
algébrico da equação (73) trocando ∂ por ∇.

V. TEORIA DE GAUGE DA GRAVITAÇÃO

Em 1954, Yang e Mills [17] introduziram uma in-
variância de grupo não-abeliano SU(2) à ação do espino-
rial. Naquela época, a teoria de gauge não abeliana era
apenas uma teoria matemática, mas hoje é uma teoria
central na F́ısica de Part́ıculas Elementares, descrevendo
as interações fundamentais eletrofraca e nuclear forte
através de grupos internos que mantêm a invariância do
funcional da ação. Dois anos após a publicação de Yang
e Mills, em 1956, Ryoyu Utiyama publicou um trabalho
sobre a teoria de gauge, até mais abrangente que o traba-
lho inicial de Yang e Mills, pois Utiyama elabora a teoria
de gauge para todos os grupos de Lie semi-simples, e vai
além ao formular a teoria de gauge para a gravitação, e
posteriormente aprimorada por Sciama e Kibble através
da invariância do grupo externo de Poincaré agindo no
espaço de Minkowski [3–8].

Em uma teoria de Yang-Mills fazemos uma mudança
de fase no campo ser invariante sob algum grupo interno
como U(1), SU(2) ou SU(3) por exemplo, e obtemos a
interação do campo fermiônico com o eletromagnetismo,
isospin ou cromodinâmica respectivamente. Para obter a
interação do campo espinorial com a gravitação o calibre

é feito sob as transformações de Lorentz de acordo com
a equação (9),

ψ′(x′) = exp

[
i

2
εκλΣκλ

]
ψ(x), (74)

onde os parâmetros da transformação são antissimétricos,
εµν = −ενµ e Σµν são os geradores do grupo de Lo-
rentz SO(1, 3). O calibre é inicializado sobre esse grupo
externo SO(1, 3). Podemos reescrever a transformação
acima na forma:

ψ′ = Uψ, (75)

sendo que

U = exp

[
i

2
εκλΣκλ

]
. (76)

Os geradores da transformação do grupo de Lorentz
SO(3, 1) são dados em termos das matrizes de Dirac,
conforme visto na equação (65):

Σκλ =
i

4
(γκγλ − γλγκ) =

i

4
[γκ, γλ] (77)

que obedecem a álgebra de Lie:

i[Σκλ,Σµν ] = gµλΣκν−gµκΣλν+gνλΣµκ−gνκΣµλ. (78)

Mais adiante será necessário utilizar a simplificação da
expressão abaixo,

iεκλ[Σκλ,Σµν ]. (79)

como exerćıcio podemos calcular a simplificação usando
a equação (78),

iεκλ[Σκλ,Σµν ] = εκλgµλΣκν − εκλgµκΣλν + εκλgνλΣµκ − εκλgνκΣµλ
= εκµΣκν − εµλΣλν + εκνΣµκ − ενλΣµλ,

sabendo que εµν = −ενµ de forma que gµκεµν = −gµκενµ
resulta em εκν = −ενκ, de forma que:

iεκλ[Σκλ,Σµν ] = εκµΣκν + ελµΣλν − ενκΣµκ − ενλΣµλ
= 2(εκµΣκν − ενκΣµκ). (80)

O espinor adjunto ψ̄ = ψ†γ0 se transforma como:

ψ̄′ = ψ̄U †, (81)

de forma que o termo ψ̄ψ seja invariante de Lorentz pela
transformação (74),

ψ̄′ψ′ = (ψ̄U †)(Uψ) = ψ̄ψ, (82)

onde deve-se ter:

U †U = 1, (83)

os seja U † = U−1.
Agora vejamos a Lagrangiana do campo espinorial (ou

de Dirac):

L =
i

2

(
ψ̄γµ∂µψ − (∂µψ̄)γµψ

)
+mψ̄ψ. (84)

Onde as matrizes γµ obedecem a algebra de Clifford:

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2gµν11. (85)

sendo 11 a matriz identidade 4× 4.
Então quando mudamos de referencial o termo mψ̄ψ

será invariante de acordo com o resultado (82). porém os
termos cinéticos não serão invariantes por transformações
de Lorentz. Vejamos o termo i

2

(
ψ̄γµ∂µψ

)
ψ̄′γµ∂µψ

′ = (ψ̄U−1)γµ∂µ(Uψ)
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= ψ̄U−1γµ[(∂µU)ψ +U∂µψ]

= ψ̄γµ∂µψ + ψ̄γµU−1(∂µU)ψ, (86)

onde é claro que o segundo termo quebra a invariancia
da Lagrangiana. Então surge a necessidade de se obter
uma derivada covariante,

D′µψ
′ = UDµψ, (87)

para que o termo cinético em termos desta derivada co-
variante, i

2 ψ̄γ
µDµψ, sob uma transformação de Lorentz

resulte em:

ψ̄′γµD′µψ
′ = (ψ̄U−1)(UDµψ) = ψ̄γµDµψ. (88)

Desta forma o termo cinético será invariante pela trans-
formação (74). Observe também que da expressão (87)
resulta em:

D′µψ
′ = UDµ(U−1ψ′), (89)

onde usamos a expressão (75), com U−1ψ′ = ψ, de forma
que a transformação da derivada covariante de um sis-
tema de coordenadas O para outro sistema de coordena-
das O′ é dada por:

D′µ = UDµU
−1. (90)

Para obter a interação do campo espinorial com a gra-
vidade vamos expressar a Lagrangiana em termos de uma
tétrade ou vierbein em uma base não coordenada dada
por:

ẽα = eα
µEµ (91)

com as respectivas formas diferenciais dadas por:

θ̃β = ωβνdx
ν . (92)

onde (eα
µ) e (ωβν) ∈ GL(4,R) com

ωβνeα
ν = δβα e ωβνeβ

µ = δνµ. (93)

Para uma revisão mais detalhada sobre bases não coorde-
nadas veja a referência [13] Em termos de uma base não
coordenada ortonormal as matrizes de Dirac são dadas
por:

γµ = γαeα
µ e γα = eα

µγµ, (94)

de forma que a álgebra de Clifford para as matrizes γα
seja:

γαγβ + γβγα = eα
µγµeβ

νγν + eβ
νγνeα

µγµ

{γα, γβ} = {γµ, γν}eαµeβν

onde pode se usar a álgebra de Clifford (85), que resulta
em

{γα, γβ} = 2gµνeα
µeβ

ν11

ou então:

{γα, γβ} = 2ηαβ11,
onde identificamos que

gµνeα
µeβ

ν = ηαβ (95)

A derivada covariante será dada por:

Dµ = ωβµDβ , (96)

de forma que o termo cinético da Lagrangiana de Dirac
i
2 ψ̄γ

µDµψ seja:

i

2
ψ̄γµDµψ =

i

2
ψ̄γαeα

µωβµDβψ =
i

2
ψ̄γαδα

βDβψ =
i

2
ψ̄γαDαψ. (97)

Da expressão (90), onde D′µ = UDµU
−1, temos

D′µ = ω′βµD
′
β = UDµU

−1,

que multiplicando por e′α
µ

resulta em:

e′α
µ
ω′βµD

′
β = e′α

µ
UDµU

−1,

sabendo que a transformação de Lorentz para e′α
µ

é dada

por e′α
µ

= Λα
βeβ

µ [13], então teremos:

δα
βD′β = Λα

βeβ
µUDµU

−1

D′α = Λα
βUeβ

µDµU
−1,

de forma que temos o resultado:

D′α = Λα
βUDβU

−1. (98)

Agora seja a derivada covariante dada por:

Dα = eα
µ(∂µ + Ωµ), (99)

então vejamos como esta derivada covariante se trans-
forma sob as transformações de Lorentz dada pela ex-
pressão (98), tal que:

D′αψ = Λα
βUeβ

µ(∂µ + Ωµ)U−1ψ

= Λα
βUeβ

µ[(∂µU
−1)ψ +U−1∂µψ + ΩµU

−1ψ]

= Λα
βUeβ

µ[−U−2(∂µU)ψ +U−1∂µψ + ΩµU
−1ψ]

= Λα
βeβ

µ[UU−1∂µψ +UΩµU
−1ψ −UU−2(∂µU)ψ]

= e′α
µ
(∂µ +UΩµU

−1 −U−1∂µU)ψ, (100)

e fazendo a identificação,

D′α = e′α
µ
(∂µ + Ω′µ), (101)
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teremos então:

Ω′µ = UΩµU
−1 −U−1∂µU . (102)

Compare a expressão (99) com (101). Vale observar
que:

∂α = eα
µ∂µ

e que:

∂ ′α = e′α
µ
∂µ

de forma que a expressão (99) possa ser escrita como:

Dα = eα
µ(∂µ + Ωµ) = ∂α + eα

µΩµ

que no sistema de coordenadas O′ é dado por

D ′α = ∂ ′α + e′α
µ
Ω ′µ

então temos:

D ′α = e′α
µ
∂µ + e′α

µ
Ω ′µ

= e′α
µ
(∂µ + Ω ′µ)

que está em concordância com o resultado (101).

Da transformação de Lorentz para o espinor dado pela
expressão (76) com εαβ infinitesimal, temos que:

U = exp

[
i

2
εαβΣαβ

]
≈ 1 +

i

2
εαβΣαβ , (103)

Então substituindo esta transformação infinitesimal na
expressão (102) e desprezando os termos de segunda or-
dem em ε, teremos:

Ω′µ =

(
1 +

i

2
εαβΣαβ

)
Ωµ

(
1− i

2
εγδΣγδ

)
−
(

1− i

2
εγδΣγδ

)
∂µ

(
1 +

i

2
εαβΣαβ

)
=

(
1 +

i

2
εαβΣαβ

)(
Ωµ −

i

2
Ωµε

γδΣγδ

)
−
(

1− i

2
εγδΣγδ

)
∂µ
i

2
εαβΣαβ

= Ωµ +
i

2
εαβΣαβΩµ −

i

2
εγδΩµΣγδ − ∂µ

i

2
εαβΣαβ

= Ωµ +
i

2
εαβ (ΣαβΩµ − ΩµΣαβ)− i

2
(∂µε

αβ)Σαβ

= Ωµ +
i

2
εαβ [Σαβ ,Ωµ]− i

2
(∂µε

αβ)Σαβ . (104)

É posśıvel identificar o elemento geométrico que se trans-
forma como Ωµ. Nas referências [12, 13] tem-se a mu-
dança de coordenadas da conexão 1-forma,

Γ′αβ = ΛαγΓ
γ
δ(Λ
−1)δβ + Λαγd(Λ−1)γβ . (105)

Utilizando uma transformação infinitesimal local de co-
ordenadas, onde

Λαγ ≈ δαγ + εαγ

Γ′αβ = (δαγ + εαγ)Γγδ(δ
δ
β − εδβ) + (δαγ + εαγ)d(δγβ − εγβ)

= (δαγ + εαγ)(Γγβ − Γγδε
δ
β) + (δαγ − εαγ)dεγβ

= Γαβ + εαγΓ
γ
β − Γαδε

δ
β − dεαβ . (106)

Da definição de 1-forma temos que

Γαβ ≡ Γαγβ θ̃
γ = Γαγβω

γ
µ dx

µ = Γαµβdx
µ, (107)

e substituindo estes valores na expressão (106) obtere-

mos,

Γ′αµβdx
µ = Γαµβdx

µ+εαγΓγµβdx
µ−Γαµγdx

µεγβ−∂µεαβdxµ,

ou então

Γ′αµβ = Γαµβ + εαγΓγµβ − Γαµγε
γ
β − ∂µεαβ . (108)

Vamos levantar o ı́ndice β e multiplicar a expressão acima
pelo gerador de transformação de Lorentz para espinor
Σαβ ,
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Γ′ αµ
β
Σαβ = Γαµ

βΣαβ + εαγΓγµ
βΣαβ − εγβΓαµγΣαβ − (∂µε

αβ)Σαβ
= Γαµ

βΣαβ + εαγΓγµ
βΣαβ − εγβΓαµ

γΣαβ︸ ︷︷ ︸−(∂µε
αβ)Σαβ . (109)

É posśıvel obter uma expressão que irá facilitar a iden-
tificação da derivada covariante, por rever os termos su-
blinhados acima.

Como exerćıcio vamos pegar o resultado da expressão
(80)

iεαβ [Σαβ ,Σγδ] = 2(εαγΣαδ − εδαΣγα)

e multiplicar por Γγµ
δ, resultando em

iεαβ [Σαβ ,Σγδ]Γ
γ
µ
δ = 2(εαγΣαδΓ

γ
µ
δ − εδαΣγαΓγµ

δ)

εαβ [Σαβ ,
i

2
Γγµ

δΣγδ] = εαγΓγµ
δΣαδ − εδαΓγµ

δΣγα

trocando alguns ı́ndices fechados, resulta em

εαγΓγµ
βΣαβ − εγβΓαµ

γΣαβ = εαβ [Σαβ ,
i

2
Γγµ

δΣγδ]

(110)

Então podemos substituir o resultado obtido acima na
equação (109),

Γ′αµ
β
Σαβ = Γαµ

βΣαβ+εαβ [Σαβ ,
i

2
Γγµ

δΣγδ]−(∂µε
αβ)Σαβ .

(111)
Agora vamos multiplicar este resultado por i

2 e compará-
lo com a expressão de Ωµ obtida em (104),


i
2Γ′αµ

β
Σαβ = i

2Γαµ
βΣαβ + i

2ε
αβ [Σαβ ,

i
2Γγµ

δΣγδ]− i
2 (∂µε

αβ)Σαβ

Ω′µ = Ωµ + i
2ε
αβ [Σαβ ,Ωµ]− i

2 (∂µε
αβ)Σαβ

onde é posśıvel identificar:

Ωµ =
i

2
Γαµ

βΣαβ . (112)

Então a derivada covariante proposta na expressão (99)
para o gauge dada por

Dα = eα
µ(∂µ + Ωµ)

fica sendo:

Dα = eα
µ

(
∂µ +

i

2
Γβµ

γ
Σβγ

)
, (113)

ou então,

Dα = ∂α +
i

2
Γβα

γ
Σβγ . (114)

Na estrutura da teoria de campo de gauge de Poincaré,
denotada por PG, o campo de matéria espinorial ψ(xµ)
ao ser transladado de xµ para xµ + εµ (onde εµ são
4 parâmetros infinitesimais de translação) e com a ori-
entação fixa, o gerador de translação para o campo espi-
norial é a derivada covariante obtida na equação (113),
sendo essa uma operação de transporte paralelo [8]. A
derivada covariante (113) é uma transformação de tipo

translação e distingue a teoria de campo de gauge de
Poincaré das teorias de gauge de Yang-Mills que são
transformações de simetrias internas quando o campo
ψ(xµ) é deslocado para um ponto diferente no espaço-
tempo.

A derivada covariante de gauge acima, ao operar em
um espinor ψ, terá como gerador de transformação de Lo-
rentz as matrizes: Σαβ = i

4 [γα, γβ ]. Porém essa mesma
derivada covariante pode operar em outras grandezas
onde teremos:

• Σαβ = 0 quando a derivada covariante Dα for apli-
cada a um campo escalar φ;

• Σαβ → [Σαβ ]δγ = i(δβ
δηαγ − δαδηβγ) quando Dα

for aplicada a um campo vetorial contravariante
Aα de forma que A′α = Aα + εαβA

β para trans-
formações infinitesimais. Ao passo que teremos
Σαβ → [Σαβ ]δγ = i(ηβγδα

δ − ηαγδβδ) quando Dα

for aplicada a um campo vetorial covariante Aα de
forma que A′α = Aα + εα

βAβ para transformações
infinitesimais.

Como exerćıcio vamos calcular a derivada de um vetor
nesse sistema não-coordenado ortonormal,

DαV
β = ∂αV

β +
i

2
Γγα

δΣγδV
β , (115)
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onde ΣγδV
β = [Σγδ]

β
ε V

ε, observando que o vetor é con-
travariante de forma que:

DαV
β = ∂αV

β +
i

2
Γγα

δ i(δδ
βηγε − δγβηδε)V ε

= ∂αV
β − 1

2
Γεα

βV ε +
1

2
ΓβαεV

ε

nesse sistema não-coordenado ortonormal temos que
Γεα

β = −Γβαε que resulta em:

DαV
β = ∂αV

β + V γΓβαγ . (116)

Observemos agora que a derivada covariante de gauge
Dα realiza a mesma operação de derivada covariante em

um manifold com uma métrica gαβ ,

∇αV β = ∂αV
β + V γΓβαγ .

A partir desse ponto vamos trocar o śımbolo da derivada
covariante de gauge pela conexão afim ∇. No apêncice é
mostrado os detalhes de como obter o termo de curvatura
a partir da derivada covariante.

A ação para um campo espinorial no espaço-tempo
curvo deve ser dada por:

SM =

∫
d4x
√
−g
{
i

2

[
ψ̄γµ∇µψ − (∇µψ̄)γµψ

]
+mψ̄ψ

}
,

(117)
onde devemos chamar a atenção para o termo ∇µψ̄ =

∂µψ̄ − i
2Γγµ

δΣγδψ̄ e usando a identidade
√
−g =

det(eα
µ) = det(e), obtemos a ação do campo espinorial

invariante sob mudanças gerais de coordenadas

SM =

∫
Ω

d4x det(e)

{
i

2

[
ψ̄γα eα

µ

(
∂µ +

i

2
Γγµ

δΣγδ

)
ψ − eαµ

(
∂µψ̄ −

i

2
Γγµ

δΣγδψ̄

)
γαψ

]
+mψ̄ψ

}
. (118)

VI. TENSORES ENERGIA-MOMENTO E
DENSIDADE DE CORRENTE DE SPIN PARA O

CAMPO ESPINORIAL

Vimos que o tensor energia-momento devido a presença
de um campo é dado pela expressão (47),

Tµν =
2√
−g

δSM
δgµν

.

Esta expressão é útil para encontrar o tensor energia-
momento quando a ação S do campo é dada em termos
da métrica gµν , como é o caso do campo escalar e do
campo vetorial. Porém no caso do campo espinorial a
ação é dado em termos dos vierbein eα

µ conforme se vê
na expressão (118):

SM =

∫
Ω

d4x det(e)

{
i

2

[
ψ̄γα eα

µ

(
∂µ +

i

2
ΓγδµΣγδ

)
ψ − eαµ

(
∂µψ̄ −

i

2
ΓγδµΣγδψ̄

)
γαψ

]
+mψ̄ψ

}

ou em termos da Lagrangiana de matéria

LM = det(e)

{
i

2

[
ψ̄γα eα

µ∇µψ − eαµ(∇µψ̄)γαψ
]

+mψ̄ψ

}
.

(119)
sendo então que SM = SM (ψ, eα

µ,Γγδµ). Façamos então
um exerćıcio para obtermos o tensor energia-momento
para o campo espinorial, calculando a variação da La-
grangiana em relação ao vierbein,

δL
δeγρ

=
δL
δgµν

δgµν

δeγρ
, (120)

onde podemos identificar o termo
δL
δgµν

com o tensor

energia-momento,

δL
δgµν

=

√
−g
2

Tµν .

Precisamos agora é calcular o termo
δgµν

δeγρ
. Podemos fa-

zer isso utilizando a expressão:

gµν = eα
µeβ

νηαβ (121)

de forma que:

δgµν = (δeα
µ) eβ

νηαβ + eα
µ(δeβ

ν)ηαβ , (122)

assim podemos obter

δgµν

δeγρ
=

(
δeα

µ

δeγρ

)
eβ
νηαβ +

(
δeβ

ν

δeγρ

)
eα
µηαβ

= δα
γδρ

µeβ
νηαβ + δβ

γδρ
νeα

µηαβ

= δρ
µeβ

νηβγ + δρ
νeα

µηαγ .
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Então, substituindo esses resultados na expressão (120),
teremos que:

δL
δeγρ

=

√
−g
2

Tµν(δρ
µeβ

νηβγ + δρ
νeα

µηαγ)

= det(e) Tµνδρ
µeβ

νηβγ

= det(e) Tρνeβ
νηβγ

e multiplicando a expressão acima por eγ
σ obteremos:

eγ
σ δL
δeγρ

= det(e) Tρνeβ
νeγ

σηβγ

e lembrando que:

eβ
νeγ

σηβγ = gνσ,

então

eγ
σ δL
δeγρ

= det(e) Tρνg
νσ

que resulta finalmente em:

eγ
σ

det(e)

δL
δeγρ

= Tρ
σ (123)

ou ainda:

Tµν =
eαµ

det(e)

δL
δeαν

. (124)

Vamos então calcular o tensor energia momento para
o campo espinorial de Dirac dado pela Lagrangiana da
ação (119).

Usando o fato que

δ[det(e)] = − det(e)ωαµδeα
µ, (125)

deforma que
δL
δeαν

, resultará em:

δL = −det(e)ωασδeα
σ

{
i

2

[
ψ̄γα eα

ρ∇ρψ − eαρ(∇ρψ̄)γαψ
]

+mψ̄ψ

}
+det(e)

{
i

2

[
ψ̄γα (δeα

ρ)∇ρψ − (δeα
ρ)(∇ρψ̄)γαψ

]}
(126)

O primeiro termo da expressão é um termo de v́ınculo que pode ser escrito da seguinte forma:

{
i

2

[
ψ̄γα eα

ρ∇ρψ − eαρ(∇ρψ̄)γαψ
]

+mψ̄ψ

}
=

1

2
ψ̄ [iγρ∇ρψ +mψ]− 1

2
[i∇ρψ̄γρ −mψ̄]ψ

Vemos então que os termos entre colchetes satisfazem as equações de Dirac:

iγρ∇ρψ +mψ = 0 e i∇ρψ̄γρ −mψ̄ = 0,
(127)

de forma que teremos:

δL
δeαν

= det(e)

{
i

2

[
ψ̄γβ

(
δeβ

ρ

δeαν

)
∇ρψ −

(
δeβ

ρ

δeαν

)
(∇ρψ̄)γβψ

]}
= det(e)

{
i

2

[
ψ̄γβ (δβ

αδν
ρ)∇ρψ − (δβ

αδν
ρ)(∇ρψ̄)γβψ

]}
= det(e)

{
i

2

[
ψ̄γα∇νψ − (∇νψ̄)γαψ

]}
,

então o tensor energia momento (124) se torna:

Tµν =
eαµ

det(e)

δL
δeαν

=
eαµ

det(e)
det(e)

{
i

2

[
ψ̄γα∇νψ − (∇νψ̄)γαψ

]}
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ou seja,

Tµν =
i

2

[
ψ̄γµ∇νψ − (∇νψ̄)γµψ

]
. (128)

O tensor energia-momento deve ser simétrico. Na
seção IV, vimos que no espaço tempo plano, na Te-
oria Clássica de Campos, o cálculo do tensor energia-
momento obtido pelo teorema de Noether resulta em um
tensor energia momento semelhante ao obtido na equação
acima (128) e vimos como podemos utilizar o mecanismo
de Belifante-Rosenfeld para simetrizar o tensor energia-
momento. Vimos que a contribuição da densidade de cor-
rente de spin contribui para o tensor energia-momento.
Aqui acontece o mesmo problema, a densidade de cor-
rente de spin contribui na expressão matemática do ten-
sor energia-momento de Hilbert. Vejamos como realizar
esses cálculos. Primeiro observe que a variação da ação

de matéria pode ser reescrita como,

δS =
1

2

∫
Ω

d4x
√
−g Tµνδgµν −

1

2

∫
Ω

d4x
√
−g Sν

ρ
µδΓρµν .

(129)

onde substituimos utilizamos a equação (11), Gµν =
8πGTµν e também a equação (48) Tµλν + Tνgλµ −
Tλgµν = 8πGSνλµ. O termo δΓρµν na segunda inte-
gral da equação acima (129) pode reescrito em termos de
δgµν . Vamos realizar esse cálculo partindo da identidade,

δ(∇νgµλ) = 0, (130)

onde obtem-se

∂νδgµλ−(δgµρ)Γ
ρ
νλ−(δgλρ)Γ

ρ
νµ−gµρδΓρνλ−gλρδΓρνµ.

Assim como montamos um sistema de três equações vis-
tos na expressão (15), vamos montar um sistema com as
permutações dos ı́ndices na expressão acima,

∇ν(δgµλ) = gµρδΓ
ρ
νλ + gλρδΓ

ρ
νµ

∇µ(δgνλ) = gνρδΓ
ρ
µλ + gλρδΓ

ρ
µν

∇λ(δgµν) = gµρδΓ
ρ
λν + gνρδΓ

ρ
λµ

, (131)

e então somarmos as duas primeiras equações e sub-
traindo a última de forma que teremos,

∇ν(δgµλ) +∇µ(δgνλ)−∇λ(δgµν) = gλρ(δΓ
ρ
µν + δΓρνµ) + gµρ(δΓ

ρ
νλ − δΓρλν) + gνρ(δΓ

ρ
µλ − δΓρλµ),

onde devemos usar a definição do tensor de torção (17), Tκλµ = Γκλµ − Γκµλ, de forma que obteremos

gλρ[δΓ
ρ
µν + (δΓρµν − δTρµν)] = ∇ν(δgµλ) +∇µ(δgνλ)−∇λ(δgµν) + gµρδT

ρ
λν + gνρδT

ρ
λµ,

que resulta então na expressão

δΓρµν =
1

2
gλρ[∇ν(δgµλ) +∇µ(δgνλ)−∇λ(δgµν ] +

1

2
gλρ[gµκδT

κ
λν + gνκδT

κ
λµ + gλκδT

κ
µν ].

Agora vamos substituir essa expressão acima no segundo termo da variação da ação na equação (129),

1

2

∫
Ω

d4x
√
−g Sν

ρ
µδΓρµν =

1

4

∫
Ω

d4x
√
−g Sν

ρ
µgλρ[∇ν(δgµλ) +∇µ(δgνλ)−∇λ(δgµν ]

+
1

4

∫
Ω

d4x
√
−g Sν

ρ
µgλρ[gµκδT

κ
λν + gνκδT

κ
λµ + gλκδT

κ
µν ]

=
1

4

∫
Ω

d4x
√
−g Sνλµ[∇ν(δgµλ) +∇µ(δgνλ)−∇λ(δgµν ]
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+
1

4

∫
Ω

d4x
√
−g [Sνλ

κδT
κ
λν + Sκ

λµδTκλµ + Sν
κ
µδTκµν ]. (132)

A segunda integral acima pode ser reescrita como segue abaixo,

1

4

∫
Ω

d4x
√
−g [Sνλ

κδT
κ
λν + Sκ

λµδTκλµ + Sν
κ
µδTκµν ] =

1

4

∫
Ω

d4x
√
−gSνρµ(δTµρν + δTνρµ + δTρµν),

onde o termo entre parêntesis é a variação do tensor de contorcão (22), e que pode ser finalizada na expressão
abaixo,

1

4

∫
Ω

d4x
√
−g [Sνλ

κδT
κ
λν + Sκ

λµδTκλµ + Sν
κ
µδTκµν ] =

1

4

∫
Ω

d4x
√
−gSνρµδKρµν .

Agora vamos pegar o primeiro da primeira parte da in- tegral Sνλµ∇ν(δgµλ), para efetuarmos uma integral por
partes. Vejamos que,

1

4

∫
Ω

d4x
√
−gSνλµ∇ν(δgµλ) =

1

4

∫
Ω

d4x
√
−g [∇ν(Sνλµδgµλ)− (∇νSνλµ)δgµλ]. (133)

Vamos usar o fato de que uma integral em uma dir-
vergência em uma Teoria de Campos Clássica num
espaço-tempo com torção resulta na expressão (37) onde,∫

Ω

d4x
√
−g∇µV µ = −

∫
Ω

d4x
√
−gTµV µ.

Usando esse resultado na integral (133) teremos

1

4

∫
Ω

d4x
√
−gSνλµ∇ν(δgµλ) =

1

4

∫
Ω

d4x
√
−g [−Tν(Sνλµδgµλ)− (∇νSνλµ)δgµλ]. (134)

Usando esse resultado acima e substituindo na equação (132) teremos

1

2

∫
Ω

d4x
√
−g Sν

ρ
µδΓρµν = −1

4

∫
Ω

d4x
√
−g∇λ(Sµνλ + Sλµν −Sνλµ)δgµν

−1

4

∫
Ω

d4x
√
−gTλ(Sµνλ + Sλµν −Sνλµ)δgµν +

1

4

∫
Ω

d4x
√
−gSνρµδKρµν .

O segundo termo da integral acima se anula devido a an-
tissimetria nos ı́ndices µ e ν na densidade de corrente

de spin contráıdos com a variação do tensor métrico
simétrico. Voltando esses valores na equação (129) te-
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remos,

δS =
1

2

∫
Ω

d4x
√
−g

[
Tµν +

1

2
∇λ(Sµνλ + Sλµν −Sνλµ)

]
δgµν −

1

4

∫
Ω

d4x
√
−gSνρµδKρµν . (135)

Então deve-se observar com atenção o termo entre col-
chetes como o tensor energia-momento simétrico de
Belinfente-Rosenfeld,

Tµν = Tµν +
1

2
∇λ(Sµνλ + Sλµν −Sνλµ) (136)

para um espaço-tempo curvo. Comparando a equação
acima com a equação do tensor de Belifante-Rosenfeld
obtido na equação (59) através do teorema de Noether na

Teoria Clássica de Campos em um espaço-tempo plano,
vemos que o tensor densidade de corrente de spin é dado
por:

Sλµν = −iSλµν . (137)

Com a equação (63) podemos identificar a densidade de
corrente de spin como

Sλµν =
1

2
ψ̄ {γλ,Σµν}ψ, ou ainda Sλµν =

i

8
ψ̄ {γλ, [γµ, γν ]}ψ. (138)

Realizando os mesmos procedimentos de cálculo feitos na
seção IV e substituindo a equação (128) na equação (136)
obtemos que o tensor energia-momento simétrico para o
campo espinorial é dado por:

Tµν =
i

4

[
ψ̄γµ∇νψ + ψ̄γν∇µψ − (∇µψ̄)γνψ − (∇νψ̄)γµψ

]
.

(139)

É esse tensor energia-momento que gera a curvatura do

espaço-tempo, dado pela equação de campo (11), enfa-
tizando que o tensor energia-momento acima contem a
densidade de corrente de spin, conforme verificamos nos
detalhes acima.

Agora vejamos como fica a segunda equação de movi-
mento que relaciona o tensor densidade de corrente de
spin com a torção no espaço-tempo. Uma variação na
ação espinorial (118) em relação à conexão Γαβγ irá re-
sultar em:

δSM
δΓαβγ

=
δ

δΓαβγ

∫
Ω

d4x det(e)

{
i

2

[
ψ̄γζ eζ

µ

(
∂µ +

i

2
ΓδµεΣ

δε

)
ψ − eζµ

(
∂µψ̄ −

i

2
Γδµεψ̄Σδε

)
γζψ

]
+mψ̄ψ

}
=

(
i

2

)2

det(e)

(
ψ̄γζ

δΓδζε
δΓαβγ

Σδεψ + ψ̄
δΓδζε
δΓαβγ

Σδεγζψ

)
= −det(e)

4
ψ̄
{
γβ ,Σα

γ
}
ψ,

agora comparando o resultado acima com a equação (138)
obtemos então,

δSM
δΓαβγ

= −det(e)

2
Sβ

α
γ
, (140)

ou expressando a densidade de corrente de spin como

Sβαγ = − 2

det(e)

δSM
δΓαβγ

. (141)

Devemos comparar a expressão acima com a definição na
equação (49), onde temos a segunda equação de Einstein-
Cartan, onde a torção do espaço-tempo tem origem na

densidade de corrente de spin, dada pela equação abaixo
em coordenadas ortornomais de Minkowski,

Tαγβ + Tγηαβ − Tβηαγ = 8πGSαβγ , (142)

VII. CONCLUSÃO

A teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble descrita no
espaço-tempo de Riemann-Cartan, U4, é obtida pela Te-
oria de Gauge sob transformações locais de Poincaré no
campo de matéria espinorial. Os constituintes fundamen-
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tais da matéria são os férmions (spin 1/2), de forma que
a teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble é obtida ao se
calibrar a ação do campo espinorial.

Sob invariância global de transformações de Poincaré
obtem-se a conservação do tensor energia-momento e a
conservação da corrente de momento angular. Vimos na
seção IV que na ausência de gravidade, no espaço-tempo
de Minkowski, através do teorema de Noether o ten-
sor energia-momento é não simétrizado, sendo necessário
os procedimentos de Belinfante-Rosenfeld que agrega ao
tensor energia-momento as contribuições da densidade de
corrente de spin do campo fermiônico, o que torna o ten-
sor energia-momento simétrico. A necessidade de que o
tensor energia-momento seja simétrico advém do reque-
rimento no qual o tensor energia-momento de Hilbert ou
tensor energia-momento métrico é simétrico por definição
de acordo com a equação (47).

A ação espinorial sob transformações locais de Poin-
caré traz a interação com campos gravitacionais. O ponto
de partida deve ser a ação (118), válida no espaço-tempo
plano de Minkowski quando o campo de tétrade se re-
duz em eα

µ = δα
µ, ωβν = δβν , det(e) = 1 e a co-

nexão Γαµβ = 0. O campo de tétrade eα
µ mapeia o

espaço-tempo curvo, sistema não-inercial, em um espaço
tempo plano localmente, sistema inercial, pela equação
(95). Então um observador em um outro sistema de
referências ao observar o campo espinorial, fará a ob-
servação por transformações locais de Poincaré obser-
vando o surgimento de dois campos de gauge: eα

µ e Γαµβ .
A derivada covariante (113) é o gerador de translação
do grupo de Poincaré P (1, 3) e Σαβ são os geradores de
rotações e boosts de Lorentz [3, 8]. A invariância local
de Poincaré conduz à equação de campo (11) onde que
da mesma forma que na Teoria da Relavidade Geral, o
tensor energia-momento é a fonte da curvatura. A outra
equação de campo obtida (142) mostra que a densidade
de corrente de spin se torna a fonte de torção no espaço-
tempo U4.

Devemos observar que na Relatividade Geral de Eins-
tein o tensor curvatura é calculado através de derivadas
nas conexões que são somente os śımbolos de Christoffel,
o que resulta em equações diferenciais de segunda ordem
no tensor métrico gµν implicando que a interação gra-

vitacional se propaga no espaço-tempo riemanniano. O
mesmo acaba acontecendo no espaço-tempo de Riemann-
Cartan que pode ter torção não nula. Com isso em
mente devemos observar que a equação (142) que rela-
ciona torção com a densidade de corrente de spin não
é uma equação diferencial como a equação de campo
(11) mas ao invés disso é uma relação algébrica entre
torção e a densidade de corrente de spin. Isso implica
que a gravitação no espaço-tempo de Riemann-Cartan
terá torção diferente de zero somente nas regiões onde
houver a matéria fermiônica. A torção no espaço-tempo
de Riemann-Cartan não pode ser dissociada da matéria
fermiônica e consequentemente não pode se propagar no
vácuo como uma onda de torção ou através de outra in-
teração [9].

A teoria da gravitação de Einstein-Cartan no espaço-
tempo com torção acrescenta à gravitação a existência
de uma fraca interação entre o campo gravitacional e a
matéria fermiônica. Cálculos e discussões tem mostrado
que a densidade de matéria contendo fêrmions com mo-
mento angular intŕınseco em unidades de ~

2 , deve ser da

ordem de 1047 g/cm3 para elétrons e 1054 g/cm3 para
nêutrons, para que houvesse a possibilidade de estimar
desvios significativos das predições da Relatividade Ge-
ral. Para se ter uma ideia dessas dimensões compare
com a densidade de matéria de uma estrela de nêutrons
que é da ordem de 1016 g/cm3 [3]. Certamente para
densidades tão altas assim, os efeitos esperados que a
matéria fermiônica pode causar no espaço-tempo devem
ser para condições extremas nos colapsos gravitacionais
abordados na cosmologia e no próprio big bang. Existem
também as expectativas de tais efeitos, spin-torção, ocor-
rerem na escala de Planck onde processos da gravitação
quântica começam a ser relevantes [3, 9].

Apêndice A: Operador Curvatura de Gauge

Dado a derivada covariante (113) que deixa a ação de
espinores (118) invariantes por mudanças de coordena-
das e transformações locais de Lorentz, pode-se calcular
o operador de curvatura de gauge dado por [∇α,∇β ].
Então,

[∇α,∇β ] = ∇α∇β −∇β∇α = ∇α
[
eβ
ν

(
∂ν +

i

2
Γγµ

δΣγδ

)]
−∇β

[
eα
µ

(
∂µ +

i

2
Γεµ

ζΣεζ

)]
(A1)

e como ∇α = eα
µ∇µ então,

∇α∇β = eα
µ∇µ(eβ

ν∇ν) = eα
µ(∇µeβν)∇ν+eα

µeβ
ν∇µ∇ν .

(A2)

Vejamos primeiro o termo eα
µ(∇µeβν)∇ν da expressão

acima:

eα
µ∇µeβν = eα

µ

(
∂µ +

i

2
Γεµ

ζΣεζ

)
eβ
ν = ∂αeβ

ν+
i

2
Γεα

ζΣεζ eβ
ν .

(A3)
Então o gerador de transformação de Lorentz do grupo

SO(3, 1) está atuando no ı́ndice vetorial covariante β do

eBFIS, Ano VII ISSN:2318-8901 eBFIS 7 7244-19(2019)



Wytler Cordeiro dos Santos

vierbein eβ
ν , logo:

Σγδ eβ
ν → [Σγδ]

ε
β eε

ν = i(ηδβδγ
ε − ηγβδδε)eεν

= iηδβeγ
ν − iηγβeδν

que resulta para a expressão (114):

∇αeβν = ∂αeβ
ν +

i

2
Γγα

δ(iηδβeγ
ν − iηγβeδν)

= ∂αeβ
ν − 1

2
Γγαβeγ

ν +
1

2
Γβα

δeδ
ν

e como Γβαγ = −Γαβγ então a expressão acima resulta

em

∇αeβν = ∂αeβ
ν − eγν Γγαβ . (A4)

Agora podemos retornar ao cáculo da expressão (A2)
onde t́ınhamos:

∇α∇β = eα
µ(∇µeβν)∇ν + eα

µeβ
ν∇µ∇ν

onde pode-se substituir o resultado (A4) no primeiro
termo e também substituindo ∇ν = ωγν∇γ , obteremos:

∇α∇β = eα
µ(∂µeβ

ν − eδν Γδµβ)ωγν∇γ + eα
µeβ

ν∇µ∇ν
(A5)

onde devemos explicitar o termo ∇µ∇ν , onde:

∇µ∇ν =

(
∂µ +

i

2
ΓγδµΣγδ

)(
∂ν +

i

2
ΓεζνΣεζ

)
= ∂µ∂ν+

i

2
∂µΓεζνΣεζ+

i

2
ΓεζνΣεζ∂µ+

i

2
ΓγδµΣγδ∂ν−

1

4
ΓγδµΓεζνΣγδΣεζ

de forma então que a expressão (A5) se torna:

∇α∇β = eα
µωγν(∂µeβ

ν−eδν Γδµβ)∇γ+eα
µeβ

ν
(
∂µ∂ν+

i

2
∂µΓεζνΣεζ+

i

2
ΓγδνΣγδ∂µ+

i

2
ΓγδµΣγδ∂ν−

1

4
ΓγδµΓεζνΣγδΣεζ

)
.

(A6)

E agora escrevemos o termo ∇β∇α da expressão (A1), onde temos:

∇β∇α = eβ
µωγν(∂µeα

ν−eδν Γδµα)∇γ+eβ
µeα

ν
(
∂µ∂ν+

i

2
∂µΓεζνΣεζ+

i

2
ΓγδνΣγδ∂µ+

i

2
ΓγδµΣγδ∂ν−

1

4
ΓγδµΓεζνΣγδΣεζ

)
.

(A7)

Ao se calcular o comutador [∇α,∇β ] observamos que:

eα
µeβ

ν∂µ∂ν−eβµeαν∂µ∂ν = eα
µeβ

ν∂µ∂ν−eανeβµ∂ν∂µ = 0.

Temos também que os termos:

eα
µeβ

ν

(
i

2
ΓγδνΣγδ∂µ +

i

2
ΓγδµΣγδ∂ν

)
− eβµeαν

(
i

2
ΓγδνΣγδ∂µ +

i

2
ΓγδµΣγδ∂ν

)
= 0.

De forma então que o comutador se torna:

[∇α,∇β ] = eα
µωγν(∂µeβ

ν − eδν Γδµβ)∇γ
− eβµωγν(∂µeα

ν − eδν Γδµα)∇γ

+ eα
µeβ

ν

(
i

2
∂µΓεζνΣεζ −

1

4
ΓγδµΓεζνΣγδΣεζ

)
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− eβµeαν
(
i

2
∂µΓεζνΣεζ −

1

4
ΓγδµΓεζνΣγδΣεζ

)
que se torna:

[∇α,∇β ] = [ωγν(eα
µ∂µeβ

ν − eβµ∂µeαν)− eαµωγνeδν Γδµβ + eβ
µωγνeδ

ν Γδµα]∇γ
+ eα

µeβ
ν

(
i

2
∂µΓγδνΣγδ −

i

2
∂νΓγδµΣγδ

)
− eαµeβν

(
1

4
ΓγδµΓεζνΣγδΣεζ −

1

4
ΓγδνΓεζµΣγδΣεζ

)

Agora usando a identidade Dαβ
γ = ωγν(eα

µ∂µeβ
ν − eβ

µ∂µeα
ν) [12, 13] teremos então:

[∇α,∇β ] = [Dαβ
γ − δγδ Γδαβ + δγδ Γδβα]∇γ + eα

µeβ
ν

(
i

2
∂µΓγδνΣγδ −

i

2
∂νΓγδµΣγδ

)
− eαµeβν

(
1

4
ΓγδµΓεζνΣγδΣεζ −

1

4
ΓγδνΓεζµΣγδΣεζ

)

ou então:

[∇α,∇β ] = −(Γγαβ − Γγβα −Dαβ
γ)∇γ + eα

µeβ
ν

(
i

2
∂µΓγδνΣγδ −

i

2
∂νΓγδµΣγδ

)
− eαµeβν

(
1

4
ΓγδµΓεζνΣγδΣεζ −

1

4
ΓγδνΓεζµΣγδΣεζ

)

o primeiro termo entre parêntesis é a torção do espaço- tempo [12, 13]:

Tγαβ = Γγαβ − Γγβα −Dαβ
γ ,

então temos

[∇α,∇β ] = −Tγαβ∇γ +
i

2
eα
µeβ

ν
(
∂µΓγδν − ∂νΓγδµ

)
Σγδ −

1

4
eα
µeβ

νΓγδµΓεζν (ΣγδΣεζ − ΣεζΣγδ)

Agora devemos usar a álgebra de Lie para os operadores
Σγδ no espaço tangente, partindo da expressão (78), onde

temos que

i[Σγδ,Σεζ ] = ηεδΣγζ − ηεγΣδζ + ηζδΣεγ − ηζγΣεδ, (A8)

de forma que:

[∇α,∇β ] = −Tγαβ∇γ +
i

2
eα
µeβ

ν (∂µΓγδν − ∂νΓγδµ) Σγ
δ +

i

4
eα
µeβ

νΓγδµΓεζν (ηεδΣγζ − ηεγΣδζ + ηζδΣεγ − ηζγΣεδ) .

Vamos então simplificar o último termo da expressão acima,

ΓγδµΓεζν (ηεδΣγζ − ηεγΣδζ + ηζδΣεγ − ηζγΣεδ) =
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ΓγεµΓεζνΣγ
ζ − (−Γδγµ)ΓεζνηεγΣδ

ζ + (−Γδγµ)ΓεζνηζδΣεγ − ΓγδµΓεγνΣε
δ =

ΓγεµΓεζνΣγ
ζ + ΓδεµΓεζνΣδ

ζ − ΓδγµΓεδνΣε
γ − ΓγδµΓεγνΣε

δ =

2ΓγδµΓδενΣγ
ε − 2ΓδγµΓεδνΣε

γ

que substituindo para o comutador [∇α,∇β ], teremos:

[∇α,∇β ] = −Tγαβ∇γ +
i

2
eα
µeβ

ν (∂µΓγδν − ∂νΓγδµ) Σγ
δ +

i

2
eα
µeβ

ν(ΓγδµΓδενΣγ
ε − ΓδεµΓγδνΣγ

ε).

ou então,

[∇α,∇β ] = −Tγαβ∇γ +
i

2
eα
µeβ

ν (∂µΓγδν − ∂νΓγδµ + ΓγεµΓεδν − ΓεδµΓγεν) Σγ
δ (A9)

o termo em parêntesis é o tensor de curavatura, onde

Rγδµν = ∂µΓγδν−∂νΓγδµ+ΓγεµΓεδν−ΓεδµΓγεν , (A10)

Então finalmente temos:

[∇α,∇β ] = −Tγαβ∇γ +
i

2
eα
µeβ

νRγδµνΣγ
δ, (A11)

ou então:

[∇α,∇β ] = −Tγαβ∇γ +
i

2
RγδαβΣγ

δ. (A12)

Se utilizarmos a operação acima em um vetor V ε, deve-
mos utilizar o gerador Σγ

δ aplicado ao vetor, de forma
que teremos

Σγ
δV ε = i(ηδεηγζ − δγεδζδ)V ζ ,

e que substituindo na equação (A12) obtemos exata-
mente o mesmo valor da expressão (25).
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