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As interagoes fundamentais da natureza, a eletrofraca e a cromodinamica, sdo descritas no Modela
Padrao pela Teoria de Gauge através de simetrias internas que mantém a invariancia do funcional

agao.

A interagdo fundamental da gravitagdo é muito bem descrita pela Relatividade Geral de

Einstein em um espago-tempo métrico Riemanniano, porém a Relatividade Geral tem sido ao longo
do tempo uma teoria de campo gravitacional & parte do Modelo Padrao. A Teoria de Gauge permite
através de simetrias do grupo de Poincaré impor invaridncias no funcional da agdo do campo de

espinores que resultam na interagdo gravitacional com os férmions.

Nessa abordagem o campo

gravitacional além de ser descrito pela equagao similar a da Relatividade Geral, também tras uma
interagao spin-gravitacional em um espaco-tempo de Riemann-Cartan.

I. INTRODUCAO

Na Mecénica Classica a partir do formalismo Lagran-
giano é possivel compreender as leis fundamentais da
Fisica. O funcional agao produz equagoes de movi-
mento e através das invariancias do funcional acao é
possivel obter as quantidades conservadas do movimento
como por exemplo a energia e o momento por invariancia
por translacao e o momento angular por invariancia por
rotagoes [1]. A partir desses belos conceitos da Mecénica
Cléassica, principalmente Dirac e Feynman, mostraram
que o formalismo de Lagrange e da acao adquirem uma
grande e completa importancia na Teoria Classica de
Campos [2]. O funcional agdo para um campo é mate-
maticamente descrito por

S(tlat27 [@]) = /:2 d4X£(q)a 8a(1))a (1)

1

onde d*x = dtdrdydz é uma medida quadridimensi-
onal do espago-tempo de Minkowski. O integrando £
é a densidade Lagrangiana da funcao dos campos e de
suas derivadas limitadas pela condi¢ao de invariancia de
translagao. Os campos ou colegoes de campos ® po-
dem ser campos escalares, espinoriais, vetoriais, etc. O
principio da agao minima resulta nas equagoes de mo-
vimento de FEuler-Lagrange,

> (a0.0)

que produzem (i) a equagdo de Klein-Gordon para o
campo escalar de sipn zero; (ii) a equagao de Dirac para o
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campo espinorial de spin %; (iii) as equagoes de Maxwell

para o campo vetorial para o eletromagnetismo de spin
1; e assim por diante.

Na Teoria Cléssica de Campos, o formalismo Lagran-
giano nos mostra como obter as quantidades fisicas que
sao conservadas, isto é, de observaveis que sao indepen-
dentes do tempo. A descrigao matematica que associa
uma dada invariancia a uma lei de conservagao é o Te-
orema de Noether: Se o funcional acao é invariante
sob um grupo continuo de transformagoes dos campos,
entao o correspondente Lagrangiano fixa um conjunto de
invarianciantes dinamicos, isto é, as correntes conserva-
das.

Se considerarmos um grupo continuo de translagao nas
coordenadas do espaco-tempo,

% =z%4a”, (3)
em uma determinada acao de campo relativistico, tere-
mos como consequéncia do teorema de Noether a con-
servagao da energia e momento dado pela expressao:

Do TP =0, (4)
onde T%? é o tensor energia-momento. Inicialmente
através do teorema de Noether e a partir do Lagrangiano,
0 que obtemos é o denominado tensor energia-momento
canonico dado por:

(@ — (a(iﬁ«p)) (95%) — 6% 5L, (5)

Para o campo escalar de spin zero o tensor energia-
momento canénico é simétrico. Como o spin do campo
escalar é zero nao existem contirbuicoes de energia de-
vido ao momento angular ao tensor energia-momento.
No entanto para os campos espinoriais e vetoriais o tensor
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energia-momento candnico obtido por (5) ndo é simétrico.
Os campos espinoriais e vetoriais dao contibuicoes de
energia devido ao momento angular intrinseco. O for-
malismo matematico que conserta essa falta de simetria
é a teoria de Belifante-Rosenfeld. Esse formalismo leva
em consideracao o momento angular dos campos espino-
riais e vetoriais,

c )
Top =Tog — 50" Bapy, (6)
onde o tensor B,g, ¢ dado por:

Bagy = Sapy + Syap = Spya- (7)

O tensor S,y ¢ a densidade de corrente de spin con-
tida no campo ®. No formalismo de Belifante-Rosenfeld
esse tensor S,gy ¢ dado em termos das transformacoes
de Lorentz para o campo @,

oL
S% = —————Y3, P, 8
By a(aacp) By ( )
aqui os termos ¥, sao os geradores das transformacoes
de Lorentz, de rotacoes e boosts, de forma que o campo
se transforma covariantemente de acordo com as in-
variancias de Lorentz,

T o ) )

e que obedecem a algebra de Lie:

i[Z'yéa Ea,@] = goz(SE'yﬂ _g(vyzé,@ +gﬂ6za'y _g,B'yE(uS- (10)

A teoria de campo para a gravitagdo é muito bem des-
crita pela Teoria da Relavidade Geral como uma des-
crigdo de um espago-tempo riemanniana (M, g) com cur-
vatura satisfazendo as equagoes de campo de Einstein,

G/Lu = SWGTHV, (11)

¢ caracterizado pelo tensor energia momento T}, que
acomoda entre suas componentes a densidade de ener-
gia e a densidade de momento associados a um sistema
fisico que pode curvar o espago-tempo. Do teorema de
Noether, T}, deve satisfazer a equacao de conservagao,

V., TF =0. (12)
Nesse trabalho vamos wusar as letras gregas:
«, B,7,9,--- para os indices de tensores, vetores,

etc em coordenadas no espaco-tempo de Minkowski
com tensor métrico 1,5 = diag(—1,1,1,1). Ao passo
que as letras gregas k, A, u, v,--- para os indices de
tensores, vetores, etc no espago-tempo curvo, também
denomidado de indices holonoémicos ou coordenados.
Em inglés também usam o termo world indices.

Como sabemos a teoria da Relatividade Geral des-
creve as trajetérias de particulas massivas e até mesmo
os fétons ao redor das grandes concentragoes de mas-
sas como planetas, estrelas, galdxias, etc. E razoavel

ver a teoria da Relatividade Geral como um limite ma-
croscépico de uma ainda desconhecida teoria quantica da
gravitagao. Elie Cartan foi quem deu um primeiro passo
na direcao de uma possivel teoria microscopica da gra-
vitagdo ao mostrar que tor¢cao no espaco-tempo poderia
ser proveniente do spin da matéria [3]. A construgao
inicial para uma teoria da gravitacao envolvendo spin e
tor¢ao foi iniciada por Utiyama [4], e aprimorada com
Kibble [5] e Sciama [6] que levaram & formulagdo da te-
oria de Einstein-Cartan-Kibble-Sciama (ECKS) da gra-
vitagdo, ou teoria U, da gravitacdo [3, 7-10]. Essa teoria
da gravitacao ECKS é descrita no espago-tempo deno-
minado de espago de Riemann-Cartan, onde a torgao é
parte integrante da conexao afim. Nessa teoria o tensor
energia-momento se acopla a curvatura do espago-tempo
da mesma forma que na Relatividade Geral como visto
na equacao (11), e também produz uma outra equagao
que acopla o tensor de densidade de corrente de spin com
a tor¢do no espago-tempo de Riemann-Cartan. Por aco-
plar energia-momento e spin da matéria a metrica e a
torg¢ao e por trata-los como variaveis independentes a te-
oria ECKS se torna uma extensao da Relatividade Geral.
As predigoes da teoria ECKS sdo absolutamentes indis-
tinguiveis da teoria da Relatividade Geral mesmo para
altissimas densidades de matéria, ocorrendo rupturas en-
tre as duas teorias unicamente em densidades ultra altas.
Nesses ambientes extremos, de ultra densidades, o aco-
plamento entre spin e torgao poderia em principio produ-
zir uma repulsao gravitacional que impediria a formagao
de singularidades [11]. Na secdo II veremos as definigdes
dos tensores de torcao e contorcao. Na segao III vere-
mos as principais consequéncias da tor¢ao na defini¢ao do
tensor de curvatura, a identidade de Palatini no espago-
tempo com torgao, a acao de Einstein-Cartan e as duas
equacoes de campo de Einstein-Cartan. Na secao IV fa-
zemos uma breve revisdo e discussao sobre o campo es-
pinorial, os blocos fundamentais da matéria no espago-
tempo plano. Pelo teorema de Noether, o tensor energia-
momento é nao simétrico sendo necessario aplicar o me-
canismo de Belifante-Rosenfeld que adiciona ao tensor
energia-momento canoénico a contribuicao da densidade
de corrente de spin, simetrizando-o. Na secao V expomos
os calculos detalhados para a Teoria de Gauge da Gra-
vitacao com o objetivo de construir a derivada covariante
para a agao espinorial. E finalmente na secao VI mos-
tramos como sao obtidos os tensores energia-momento e
densidade de corrente de spin a partir da agao espino-
rial no espaco-tempo curvo. A partir desses dois tensores
obtem-se as duas equacoes de Einstein-Cartan.

II. ESPACO-TEMPO DE RIEMANN-CARTAN

Antes de descrevermos as equacoes de campo gravita-
cional em um espago-tempo que envolva curvatura e ao
mesmo tempo a tor¢ao, vamos analisar em que condigoes
é definido o tensor de torgdo. O ponto de partida para
isso é consideramos que o tensor métrico g,,,, de um deter-
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minado espaco-tempo tenha a derivada covariante nula,

V)\g#u = 0 (13)
A derivada covariante no espaco-tempo de Riemann-
Cartan, tem a mesma definicdo e forma que a derivada
covariante no espago Riemanniano,
v o v v K
V,AY =0, A" + 1, A", (14)
onde os termos I'V,,; sdo as conexdes métricas [12]. No
espaco-tempo Riemanniano as conexoes sao simétricas
nos indices p e k, ao passo que no espago-tempo de
Riemann-Cartan as conexoes nao sao simétricas. E im-
portante denotar aqui que o indice u no operador V da
derivada covariante na equagdo acima (14) aparece na

J

_8)\9”1/ + 8;¢gu/\ + al/g/\u - (Fnuu + Fnuu) grx (FK)\M - Fnu/\) kv + (FK/\V - an\) Ikp = 0.

Os dois termos entre paréntesis que sao subtragao, sao

_8)\guu + augu)\ + 6ug)\u + T’i)\pgm/ + Tnz\ugmt -

Iy =5

onde usamos a identidade $(A4,Bv + A,B,) = A(,B,).
Observe que o primeiro termo do lado direito da equagao
acima é o simbolo de Christoffel, dado por:

1
{upu} = 50" Ougor + Ougrn = Orgw) . (19)

Observando que os simbolos de Christoffel sao simétricos
nos indices p e v, e que o tensor de torgao (17) é an-
tissimétrico nos mesmos indices, podemos inferir que a
conexao I'Y,,, deve ser composta de partes simétrica e

1
79)\P (8;,LguA + 8ngu, -

segunda posi¢ao do coeficiente de conexao I', ao passo
que algumas referéncias esse indice aparece na terceira
posigao.

Com a condigdo da derivada covariante do tensor
métrico ser nula (13), podemos analisar da mesma forma
que se faz no espaco Riemanniano um conjunto de trés
equagoes vistas abaixo,

a)\g,uy - ]-—W)\;Lgmz - ]-—W)\ugnp =0
6;Lgv)\ - Fn/wgﬁ,)\ - FH;Mgﬁ,v =0
al/g)\u - Fnux\gmt - Fnuugnk =0.

(15)

Podemos realisar a seguinte operacao com o sistema de
equagoes acima,

(16)

[
definidos como tensores de torgao,
T =T —T"u0) - (17)

No espago-tempo Riemanniano devido a simetria nos
indices A e p anulam o tensor de torcao. Entao com
a definicdo acima a equagao (16), se torna,

(Fnuu + Fnuu)gn)\ = O,

(

ou ainda,

Tu)\u'i'TV)\u_"(augy/\ + 6yg/\p - 8kg;,w) = (FK;,LIJ + FKI/M) 9r-

resultando em:

1
6,\9;4:/) + *gAp (TM)\V + Tl/)\u) ’

5 (18)

(

antissimétrica,
U2 =Ty + TP,

onde a antissimetria do tensor é dado pelo anticomutador
I?1 = 3074 —T*,,), de forma que temos da equagao
acima a relagao,

1
Fp(/w) =17 - §Tpuw

de forma que substituindo essa relagao acima e o simbolo
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de Christoffel (19) na equagao (18) obeteremos,

1
Fp#” - {/fl/} + §g>\p (TW\V + Toau + T,\,“,) (20)

ou simplesmente

7 = {/fy} + K%y (21)

onde definimos o tensor de contor¢ao como,

Ky = (Tupu + Tupu + TPW) : (22)

DO =

Vamos definir o vetor de tor¢do como uma contracao
do tensor (17) da seguinte maneira,

TH = Tuuu (23)
|

[V, V] A? = V,V, AP — V,V, A

e devido a antissimetria nos indices p e v do tensor de ten-
sor (17) também vale T, = —T*,,. Também é possivel
obter a partir do tensor de contracao,

1 1
Kpuu = b} (Tup# +THpu + TP#M) = ) (Tupu + T+ 0) = Tp.

(24)
Devido a antissimetria verifica-se que K*,, = =T, e que
K?,,=0.

A. Comutador de derivadas covariantes

Na geometria Riemanniana obtemos o tensor de curva-
tura ou tensor de Riemann quando realizamos o calculo
do comutador das derivadas covariantes. Vejamos a se-
guir o que obteremos realizando o cdlculo de comutadores
levando em conta que as conexoes no expago-tempo de
Riemann Cartan sao compostas de parte simétrica e an-
tissimétrica,

= 0,0, A7 + (0,170 )A® + 17,50, A% +T7 00, A> + TP, 312, , A7 — T, 04A” —T*,,T7)\, A°
— 0,0, AP — (D, 1) AT —T¥ 1,0, A% — TP 20, AN — TP\, A7 + T2, 00\AP + T, T7), A7

= (8[LFPIIJ - aqu;La + Fp,ukr)\uo - Fpu)\r)\,ua) A% — (F/\,ul/

resultando em,
V., VAP = RF,,, A7 — T,V AP, (25)
Observe que se o espaco-tempo nio tem torcao, T* v =

0, o comutador acima se reduz ao comutador do espago
Riemanniano.

III. A ACAO DE EINSTEIN-CARTAN

Vimos na secao anterior que o tensor de curvatura no
espago-tempo de Riemann-Cartan tem o mesmo formato

J

—T,,) (2 AP +T7,,A%)

(

algébrico que o tensor de curvatura no espaco-tempo
de Riemann, com o detalhe que as conexoes no espaco-
tempo de Riemann-Cartan tem componentes simétrica e
componentes antissimétricas,

R\ = 00" n =0, 1% n+17 TP un =T, .7 n. (26)

Uma variacao infinitesimal no tensor de curvatura resulta
em,

5RK)\MI/ =06 (aur%u/\) -0 (ayrnu/\) +0 (Fﬁup) Fpl/)\ + Fnup 5Fpu)\ -6 (Fnup) Fpu)\ - Fﬁup 5Fpu)\a (27)

com a condigao

8 (0T ) = 0, 0T 1,

(

obtemos entao que uma variagao infinitesimal no tensor
de curvatura resulta em,

(SRH)\,“, = 8# o, — 0, (SFK'M)\ + 6 (FHM)) T, + FHM) oI, — 90 (FRUP) Fpu)\ — Fﬁl,p (SFPH,\7 (28)

Com essa equagao em mente vamos descrever a seguir a

(

famosa identidade de Palatini nesse contexto do espago-
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V(0% ,0) — Vo, (6T 4n)

entdo comparando a equagao acima (29) com a equacao
antecedente (28), obtemos que

Vi (0T%0) =V, (017 0) = 6R" A — (TP — TP0) 0% oy,
que pela definigdo do tensor de tor¢ao (17), obtemos
a identidade de Palatini no espago-tempo de Riemann-
Cartan,

OR" o =V, (0T%,5) =V, (17 10) + T 01" 1. (30)
Para a construgao da acao de campo gravitacional neces-
sitamos do tensor de Ricci Ry, = Ry, cujo a variacao
infinitesimal é dada pela equacao abaixo,

Ry, =V, (6T*,5) —

V. ((51_‘“;”) =+ TPHV(SFHP)\. (31)

J

= 814 oI\ + FKMPCSFPV,\
— [0, 01"\ + 1%, 017 =T

tempo de Riemann-Cartan dada por,

_ FPWC;EHM _
P 0T oy —

I?,\0I",,

L2\ ] (29)

(

Agora é possivel descrevermos a acao de campo gra-
vitacional no espago-tempo de Cartan. A agao é alge-
bricamente semelhante a agao de Einstein-Hilbert na Re-
lavidade Geral. No espago-tempo com torgao essa agao
é denominada de agao de Einstein-Cartan dada pela
expressao abaixo,

Sec = d4x\/ R (32)

16G

onde R = g"” R, é o escalar de curvatura. Da mesma
forma que na Relatividade Geral, as equagoes de campo
sao obtidas a partir da variacao da agao,

1
0SEc = e /Q d'z [(5\/—9) R+ V-9 (0R) g™ + \/—gRH,,ég“"} .

Podemos substituir na equagdo acima 40 /—g =

(

—@gwég’“’ e também a identidade (31) para obter-

mos,

1 /—
0Sec = 167G /Q d4${ - nguu Rog"" + /=gR09"" + V=g [VA (5F/\uu) -V, (5F)\>\#) + Tplil/é]‘—‘mp:u':l g,“,}.

Da condicéo de covariancia do tensor métrico (13) pode-

J

1
0Spc = d4x\/ |: uy g/w R:| 5!]””4’7

1GG 167G

J& podemos identificar o tensor de Einstein, G, =
R, — %gw R, na primeira integral da equacao acima.
Os dois termos na segunda parte, Vj (g’“’JF)‘W) —
V. (g“”éF)‘A,L) sao divergentes, V,V#. Vamos ver com
alguns detalhes como deve-se tratar esses dois termos di-
vergentes no espago-tempo com torcao. Primeiramente

(

mos obter,

d‘{mﬁ [V (g"0T%,,) — Vo, (¢"76T ) + TP.1607,,]

(33)
[
vemos que,
VuVH =9, VF +TH VA,
ou entao,
vV, VH=0,VH+ {M"A} VA4 KH VP,
onde podemos usar a identidade K*,, = —T, bem como
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a identidade dos simbolos de Christoffel,
{a) =250
BA —g

de froma que obtemos para a divergéncia do vetor V* a
seguinte equagao,

Oun/—9g
V, VFi=0, Vi + B2 VHr T,V (34)
V=g

Se realizarmos a integral dessa divergéncia na regiao €,

Na Teoria Cléssica de Campos, o termo de superficie 052
deve se cancelar devido a finitude dos campos, entao te-
mos como resultado dessa integral o valor:

/d4x ng#V”:f/ d*z/—g T, V" (37)
Q Q

/d4x\/7—gVHV“:/d4x8M (\/Tgvu)—/ d*z/—g T, VH,
Q Q Q

(35)
onde podemos utilizar o teorema da divergéncia de
Gauss, de forma que a integral pode ser reescrita como,

/d4x\/—gVMV“:7£ d?’x\/—gV“ﬁN—/ d4x\/—gTMV“.
Q 2Q Q

(36)
!

_ 1 4 ynz
0580 = 16,6 [, T V79 Gud9™ + 15 G

Antes de seguirmos em frente vamos utilizar uma iden-
tidade matematica do tensor métrico que pode ser vista
abaixo como,

59" = —g""g" g, (39)

J

1

5 -
Sue 167G

d4 NA5 .
=g G gA+16G

Entao finalmente chegamos ao ponto em que é possivel
obter duas equacgoes de campo a partir do funcional de
agdo acima. A primeira é a variagdo da agdo em relacao
ao tensor métrico, que resulta na tradicional equagao de

5SECZ 1 (

ore,, 167G
1

167G

ou entao,

d4x\/7 [

d*z/—g [

(To'p‘l' _|_ TVgTuépO' _ T

Devemos observar que se estivéssemos tratando de um
espago-tempo livre de torgao a segunda integral do lado
direito da equagdo (33) se anularia e obterfamos as
equagao de campo gravitacional da Relavidade Geral
apenas. Voltando o resultado obtido na equagao (37)
na variagdo da ac¢do da equacao (33), obtemos entao,

A (9770TX,,) + T (g"70Ty,) + T, o™ AV} .(38)

(

e substituindo essa igualdade na variacdo da agao (38)
obtemos,

A (g"0TX,,) + Ty (g"70TAy,) + T, 6T M] (40)

(

campo gravitacional da Relatividade Geral,

1
RN — —g" R |.
(=30 %)
(41)
A segunda variagdo é em relagdo ao campo de conexdes

que é visto a seguir,

0Spc _ 1 1
8 167G 167G

T2 0,006, 4+ T,g"6,26,768," — T)\g“”(Sp)‘(SVUéHT)

pgTU)

6SEC o 1 (
STrem 167G

Top‘r + Trgpo - Tpgro) (42)
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Agora considere a presenca de um campo de matéria
no espaco-tempo de Riemann-Cartan onde a agao total
de um determinado sistema é dada por

onde Sj; é uma agao de algum campo de matéria dada
por:

Sy = / d*z L (44)

onde L é uma Lagrangiana de algum campo. Desta
forma, uma variacao na agao resulta em:

0SEc +0Sym =0, (45)
€ como
0Sec 1 — v
0w T 167G 9G
entao,
_ "_gGHV_i_(SSM =0
167G 0Guw
ou entao,
1
an _ 6mG 6Sp (46)

- V=g 69;11/-

Entao pode-se calcular o tensor energia-momento a partir
da acao de um campo de matéria, para que essa resulte
na equagao de campo de Einstein,

2 65y
V=g 59#1/ -

O tensor energia-momento calculado pela equagao acima
é denominado tensor-energia momento métrico ou ten-
sor energia-momento de Hilbert. Para uma acao Sy, de
campo escalar e também para o campo eletromagnético o
célculo acima resulta diretamente em um tensor energia-
momento simétrico. Porém para um campo espinorial
o tensor energia-momento calculado pela equagdo (47)
nao sera simétrico, sendo necessario utilizar o mecanismo
de Belinfante [14]. Na préxima segdo mostraremos os
célculos desse tensor no espago-tempo plano da Relati-
vidade Especial e posteriormente mostraremos como cal-
cular esse tensor no espago-tempo curvo.

Vejamos agora o resultado que obtemos se a variagao
da acao for em relagao ao campo de conexoes dado pela
equagcdo (42), termos que,

1%

(47)

0SEC oS M _
STAmv A = 7
resultando em
T,u,/\z/ + Tug)\p, - T)\guu = 8nG 6/1,)\1/7 (48)

onde

T
\/ig(srz\;w

é a densidade de corrente de spin do campo de matéria. O
tensor energia-momento é a fonte da curvatura no espago-
tempo ao passo que o tensor de densidade de corrente de
spin € a fonte de torcao no espago-tempo. Veremos isso
com mais detalhes nas préximas segoes.

G;LAV =

(49)

IV. CAMPO ESPINORIAL

Os componentes bésicos da matéria sao os férmions e
a teoria de gauge para a gravitagao deve ser construida
a partir dos campos de matéria fermionicos de spin % (0]
funcional agao tem Lagrangiano dado por:

L= 2 (7% 0ath — (0aD) ™) +mbp.  (50)

M|

Onde as matrizes v obedecem a algebra de Clifford:

{7, 7%} = 7298 + 4P 4> = 2P 1. (51)

sendo 1 a matriz identidade 4 x 4. O campo fermiodnico
é um espinor coluna de quatro componentes, cujo espinor
adjunto é dado por 1 = 10,

As equagoes de Euler-Lagrange para o Lagrangiano es-
pinorial acima sao as duas equagoes abaixo

% (3a7) 55 =° ®2)

que resultam nas duas equagoe de Dirac:
(17%0q + ml)p =0 (54)
e

@(—i%a'ya—&-mﬂ) =0.

(55)

O teorema de Noether nos mostra que o tensor energia-
momento candnico serd dado por:

— 00y 4+ma)p = 0 ou

oL - oL
Ty — Dpth) + Opth ——— — 6%L, (56
8 6(8aw)( 57) ﬁwa(aaw gL, (56)
que resulta em:
T§ = 50705 — 5000w, (57)

Devemos observar aqui que o tensor energia-momento
canoénico obtido através do teorema de Noether nao esta

eBFIS, Ano VII

ISSN:2318-8901

eBFIS 7 7244-7(2019)



NP universidade de Brasilia

Wytler Cordeiro dos Santos

simetrizado. Sendo entado necessario utilizar os pro-
cedimentos de Belinfante-Rosenfeld discutido didatica-
mente por Weinberg na referéncia [15]. A metodologia
de Belinfante-Rosenfeld consiste em calcular a densidade
de energia contida na densidade de spin. Essa metodolo-
gia resume-se em calcular a seguinte equagao,

Top = Tég) - 35530&5, (58)
2
ou ainda

7
Top = Tég) — 585(5,155 + Ssag — Sssa), (59)
|

i _ i
S%s = §¢7a255¢ —Y¥ps <2> Y =

ou entao em termos de anticomutador,

Saps = = ¢ {Var Zas} . (63)
|

onde o tensor B,zs ¢ dado por:

Bags = Sags + Ssap — Sssa- (60)

O tensor S,g5 ¢ a densidade de spin contida no campo
fermiénico que de acordo coma Teoria Cléssica de Cam-
pos é dado por:

oL oL
S%s = 2@ aw)zﬂéw‘f'w( Zﬂé) FICRDA

reafirmando que o espinor adjunto 1 se transforma com
sinal trocado em relacao a v, por isso o sinal negativo no
gerador das transformacoes ¥ 35 de Lorentz para o campo
espinorial. Realizando esse calculo obtemos que:

(61)

éiﬁ (Y*Egs + Bpsv*) ¥ (62)

(

Agora podemos calcular o tensor B,gs na equacao (60),
onde temos

l
Bags = Saps + Ssap — Spsa = 5 Y ({Var S5}t + {76, Zapt — {78, Soa ) ¥ (64)

Podemos agora simplificar a expressao acima utilizando
a definicao dos geradores de transformacoes de Lorentz,

)
Eaﬁ = 1 [’7017'75] ) (65)

J

{16, Ssa}t = {36, as} = § 175 135,70} -

Entao o tensor da equagdo (64) resulta em,

Bags = % VU {Va, Sps} 1. (68)

Para finalizarmos o cédlculo do tensor energia-momento
de Belifante-Rosenfeld na equagao (58), vamos calcular a

J

% (0°Y) {Yau» Sps} b =

i{%»h’aﬁﬁ}} =

i 1
5 (551/’)1 (4ns57Ya

(

também a identidade (51), onde {y*,7?} = 2?1 em
conjunto com a identidade:

{A7 [370]}—{3, [C»AH’: [{AvB}vc] (66)

de forma que os dois iltimos anticomutadores na ex-
pressdo (64) serd dado por:

)
- 277&5]17'704] =0. (67)

+ 1020} 70l = 5

(

derivada do tensor acima,
5 a5t i 5
9" Bags = 5 (0°0) {7a, Bps} ¥ + 5 ¥ {Va, Vps} 9.
(69)
Agora devemos abrir os célculos nos termos acima que
podem ser simplificados. Para o primeiro termo na
equagao acima comutando a matriz 5 para a esquerda,

— dMasV8 + 275[Va, V8]) ¥
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= % ((3/31#)% - (aad;)'Yﬂ + % (36¢)75[7a,7ﬁ]> W,

(

onde devemos utilizar a equagao de Dirac (55) no termo  marcado acima resultando em:

J

5 @0) (o, Sash 0 = =3 (@00 — @b + gmirass]) v (70)

(

Para o segundo termo da termo da equagdo (69) vamos comutar a matriz s para a direita,

J

7 - 7 -1
5 ¥ {00 a5} 0% = 5 b (457 — 415V + 2070 76]75) O°Y
i (- - 1- 5
=3 (Wﬁ@aw — Y7.08Y + 51&[%“%] 750 1/}) ;

(

onde devemos utilizar a equagao de Dirac (54) no termo  marcado acima resultando em:

J

i - 1 /- . i -
0 o B} 00 =~ (B0 — 10030 — Sblom a0 ) ()
[
Entao somando os dois resultados (70) e (71) para obter-  mos o resultado para a equacao (69),
|
1 _ _ _ _
86Boz,86 = D) ((6,31/})7(11/) - ((%1/))7;31/) + 1/)%3@1/) - ¢708ﬂ¢) (72)
[
Entao finalmente podemos colocar esse resultado na es- pressédo (58) para obtermos o tensor energia-momento do

campo espinorial simetrizado de Belifante-Rosenfeld,

i
Tap =T'5 - 50" Bags

- %J%aﬁw - %(%@%zﬁ + % (050)vath — (Datd)yst + DY50ath — Pyadatd)

(

onde chegamos ao resultado: em que o tensor energia-momento do campo espinorial
estd finalmente simetrizado.

i, - 1 - -
Tap = 1(1/17a5,81/)+¢7ﬁ3a¢)—Z((aalff)’)’ﬁdJ-i-(aﬁ?/))’YaﬂJ), A transicao de uma equacao ou lei fisica do espaco-
(73) tempo plano de Minkowski para um espago-tempo curvo
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é feito através da substituicdo do tensor métrico 7,4 do
espago-tempo plano pelo tensor métrico g,, do espago-
tempo curvo. O principio de equivaléncia nos diz que
devemos substituir as derivadas 0, do espago-tempo
plano pelas derivadas covariantes V, do espaco-tempo
curvo [16]. Veremos mais adiante que ao calcularmos o
tensor energia-momento simétrico do campo espinorial
no espago-tempo curvo, resulta nesse mesmo resultado
algébrico da equagdo (73) trocando 9 por V.

V. TEORIA DE GAUGE DA GRAVITACAO

Em 1954, Yang e Mills [17] introduziram uma in-
varidncia de grupo nao-abeliano SU(2) & acgéo do espino-
rial. Naquela época, a teoria de gauge nao abeliana era
apenas uma teoria matemadtica, mas hoje é uma teoria
central na Fisica de Particulas Elementares, descrevendo
as interagoes fundamentais eletrofraca e nuclear forte
através de grupos internos que mantém a invariancia do
funcional da acao. Dois anos apoés a publicagao de Yang
e Mills, em 1956, Ryoyu Utiyama publicou um trabalho
sobre a teoria de gauge, até mais abrangente que o traba-
lho inicial de Yang e Mills, pois Utiyama elabora a teoria
de gauge para todos os grupos de Lie semi-simples, e vai
além ao formular a teoria de gauge para a gravitagao, e
posteriormente aprimorada por Sciama e Kibble através
da invariancia do grupo externo de Poincaré agindo no
espaco de Minkowski [3-8].

Em uma teoria de Yang-Mills fazemos uma mudanca
de fase no campo ser invariante sob algum grupo interno
como U(1), SU(2) ou SU(3) por exemplo, e obtemos a
interacao do campo fermionico com o eletromagnetismo,
isospin ou cromodindmica respectivamente. Para obter a
interagao do campo espinorial com a gravitacao o calibre

J

PN A
1€” [En)\a E;w] =€" g,u)\zmj -
=€, Y0

sabendo que €,, = —¢,,, de forma que g""€,, = —g"" €,
resulta em €, = —¢,”, de forma que:

€M Son, ] = €00 + €50 — €S — 65,0
=2(e", X0 — €3 k). (80)

O espinor adjunto 1 = 1)T~% se transforma como:
v =9Ut, (81)

de forma que o termo 11 seja invariante de Lorentz pela
transformacao (74),

VY = (U UY) = 4, (82)
onde deve-se ter:

Ui =1, (83)

A A
€” g/_mz)\u + €” gu)\z;ue -
A
— € Y+ €Ku21u@ -

é feito sob as transformagoes de Lorentz de acordo com
a equagao (9),

i

) =ew[zetsa] v, @

onde os parametros da transformagao sao antissimétricos,

€us = —€yu € Xy, sao os geradores do grupo de Lo-

rentz SO(1,3). O calibre ¢ inicializado sobre esse grupo

externo SO(1,3). Podemos reescrever a transformacao
acima na forma:

' = U, (75)
sendo que
U = exp [;e“zm] . (76)

Os geradores da transformacao do grupo de Lorentz
SO(3,1) sao dados em termos das matrizes de Dirac,
conforme visto na equagio (65):

1

4 [’7&7 PY)\] (77)

)
Zix = 7 (010 = M) =
que obedecem a algebra de Lie:

7;[25)\, Zuu] = gu)\znu _gunz)\u +gu>\21m_gun2u>\- (78)

Mais adiante sera necesséario utilizar a simplificacao da
expressao abaixo,

i€ Sion, Sl (79)

como exercicio podemos calcular a simplificacao usando
a equagao (78),

A

€ gunz,u)\
A

€y Euz\v

(

os seja Ut = UL
Agora vejamos a Lagrangiana do campo espinorial (ou
de Dirac):

i, - _ _
L= 5 (07" 0ut = (0u)y" ) +miby. (84)
Onde as matrizes v* obedecem a algebra de Clifford:
{0 ="+ =201 (85)
sendo 1 a matriz identidade 4 x 4. -
Entao quando mudamos de referencial o termo ma)
serd invariante de acordo com o resultado (82). porém os

termos cinéticos nao serao invariantes por transformagoes
. Z T
de Lorentz. Vejamos o termo 3 (7,[17“6#1/1)

VO = (YU )"0, (UY)

eBFIS, Ano VII

ISSN:2318-8901

eBFIS 7 7244-10(2019)



NP universidade de Brasilia

Wytler Cordeiro dos Santos

= U Y0, U) + U8,y
= Py + Py U (9, U)y,  (86)
onde é claro que o segundo termo quebra a invariancia

da Lagrangiana. Entao surge a necessidade de se obter
uma derivada covariante,

D' =UD,y, (87)

para que o termo cinético em termos desta derivada co-
variante, 5¢y*D,, sob uma transformagao de Lorentz
resulte em:

YD = (YU (UDy) = y*Dyp. (88)

Desta forma o termo cinético serd invariante pela trans-
formagao (74). Observe também que da expressao (87)
resulta em:

D,y =UD, U™y, (89)

onde usamos a expressio (75), com U 14’ = 9, de forma
que a transformagao da derivada covariante de um sis-
tema de coordenadas O para outro sistema de coordena-
das O’ é dada por:

D,=UD, U ". (90)

Para obter a interacao do campo espinorial com a gra-
vidade vamos expressar a Lagrangiana em termos de uma
tétrade ou vierbein em uma base nao coordenada dada
por:

én=¢e.'E, (91)
com as respectivas formas diferenciais dadas por:

0° =P, da”. (92)
J

onde (e,") e (w?,) € GL(4,R) com

Wwle” = 6%, e wﬁ,,e,g“ =0y (93)

Para uma revisao mais detalhada sobre bases nao coorde-
nadas veja a referéncia [13] Em termos de uma base nao
coordenada ortonormal as matrizes de Dirac sao dadas
por:
«
P =7"eat e Yo = €a"Vu, (94)

de forma que a algebra de Clifford para as matrizes 7,
seja:

YaVg + V8V = et Ves" v +eg” v ey
{7047 Vﬁ} = {PY,LM Vv}eaueﬂu

onde pode se usar a &lgebra de Clifford (85), que resulta
em

{’Vou ’Yﬁ} = 2guueaﬂeﬁy]1

ou entao:

{Yas 78} = 2nap 1L,
onde identificamos que

g;,we(xﬂeﬁy = Tap (95)
A derivada covariante serd dada por:
D, = w’,Dg, (96)

de forma que o termo cinético da Lagrangiana de Dirac
L0 Dyt scja:

- 1 - i - 7
S0V Dyt = S eaw”, Dty = Sy 00” Dyt = 590y Dot (97)

Da expressao (90), onde D), = UD,U*, temos
D, =w"*,D,=UD, U,

m

que multiplicando por e/ * resulta em:

ep'w? Dy = e 'UD, U,
sabendo que a transformacao de Lorentz para e,," é dada
por ¢/, = A, est [13], entdo teremos:
8."Djy = A esg"UD, U
D!, =A,’Ues'D, U,
de forma que temos o resultado:

D!, = A UDgUL. (98)

(

Agora seja a derivada covariante dada por:
Da = eau(au + QM)) (99)

entao vejamos como esta derivada covariante se trans-
forma sob as transformacoes de Lorentz dada pela ex-
pressao (98), tal que:

Dl = A Ues" (9, +Q,)U 1
= ALUes"(0,U Y + U0, + QU]
= ASUest-U2(0,U)p + U 10,0 + QU]
= ALestUUT0,0 + UQ U — UU2(9,U)p)]
(100)

=el (0, +UQU ' —U19,U),
e fazendo a identificagao,
D, =¢e "0, + QL), (101)
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teremos entao:
Q,=UQU "'-U"'9,U. (102)

Compare a expressao (99) com (101). Vale observar
que:

Oa = €40y
e que:
a!, =¢el o,
de forma que a expressao (99) possa ser escrita como:
D, =e " (0, +Qu) = 00 + e,
que no sistema de coordenadas O’ é dado por

D!, =0+,

entao temos:

r_on ey
D,=e, 0,+e, 2,

[e3

= e:l'u‘(au + Q/H)

que estd em concordéancia com o resultado (101).

Da transformacao de Lorentz para o espinor dado pela
expressio (76) com €*? infinitesimal, temos que:

U = exp BeaﬂEag} ~14 %GO‘BE(X,@, (103)

Entao substituindo esta transformagao infinitesimal na
expressao (102) e desprezando os termos de segunda or-
dem em e, teremos:

), = (1 + ;e“ﬁz,w) Q, (1 - ;aézwg) — <1 — ;ev5zw> )y (1 + ;eaﬁzaﬁ>
= (1 - Qeaﬁ2a5> (Q# - 29#652%;) - <1 - 2675275) aﬂieaﬂzaﬁ

7 ] 7
= Q# =+ 560‘620‘59“ - 56769/,‘275 - 3#§ea62a5

7
=Q, + §€aﬁ (EaﬁQu - Quzaﬁ) - (aﬁaﬁ)zaﬂ

1 1
= QM + §€Q'B[Eaﬂ, Q/“] - 5(8u€aﬁ)2aﬂ.

E possivel identificar o elemento geométrico que se trans-
forma como €,. Nas referéncias [12, 13] tem-se a mu-
danca de coordenadas da conexao 1-forma,

g = A% T75(A7) ) + A d(A™1)7 . (105)

(104)

(

Utilizando uma transformacao infinitesimal local de co-
ordenadas, onde

a . S« «
A% = 0%, + €%,

D% = (8% +€*)T75(6% — €95) + (6% +€*,)d(875 — €7p)

Da defini¢ao de 1-forma temos que
% =1%430" =T 5w, de* = T, zda",

(107)

e substituindo estes valores na expressao (106) obtere-

(6% +€)(T75 —T75€°3) + (6% — €*)de
= Faﬁ —+ e”‘vI‘Wﬁ — I‘a(seég — deag.

(106)

(

mos,

' pdat =T, gdat +€*,T7  gdat =T ., dat e g—0,e* gdzt,

ou entao

I =T%p + €T — T €75 — 9”5, (108)
Vamos levantar o indice 5 e multiplicar a expressdo acima
pelo gerador de transformacao de Lorentz para espinor

Eaﬁa
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F/auﬁzaﬁ = Fauﬁzaﬂ + Gavrﬂyuﬁxaﬁ - G’YBFawzaB - (@teaﬂ)zaﬁ

=T, % 0p + €217, S0s — €T, 805 —(9,6%) T 0.

(109)

E possivel obter uma expressao que ird facilitar a iden-
tificagao da derivada covariante, por rever os termos su-
blinhados acima.

Como exercicio vamos pegar o resultado da expressao
(80)

i€P[Sap, o) = 2(€%1 a5 — €6 Sra)
e multiplicar por I'Y H‘S, resultando em
i€P[Sag, Brs]T7 10 = 2(e%, Lasl7,° — €5°8,47,°
afy Hysll T = A€ ydasl Ty T €5 Ziya n)
i
faﬁ[zaﬁ’ §F7u5275] = Ga'yrvuézoﬁ - qapvlfzw
trocando alguns indices fechados, resulta em
i
Eavrvﬂﬂzaﬁ - GVﬁrau’YEaﬁ =’ [Eas, ip“/#ézw}

(110)
J

(

Entao podemos substituir o resultado obtido acima na
equacao (109),

', Sap = T, Sag+e (o, %Fvuést]—(auéaﬁ)zaﬂ-

(111)
Agora vamos multiplicar este resultado por % e compara-
lo com a expressao de €, obtida em (104),

7 (e [ nle] (Y 7 § 7 @
10, S0 = 479, Sap + 1699 [Sap, $T7,°55] — £(0,6%) Sap

Y, = Qu + 5 [Sap, Q] — 5(04e*”) Zap

onde é possivel identificar:

Q, = %Fafzaﬁ. (112)
Entao a derivada covariante proposta na expressio (99)
para o gauge dada por

Da = ea”(au + QM)

fica sendo:

ou entao,

Do =0a+ %Fﬂoﬂzm. (114)
Na estrutura da teoria de campo de gauge de Poincaré,
denotada por PG, o campo de matéria espinorial ¢ (x*)
ao ser transladado de z* para z* + ¢* (onde e sdo
4 parametros infinitesimais de translagdo) e com a ori-
entacao fixa, o gerador de translagao para o campo espi-
norial é a derivada covariante obtida na equacao (113),
sendo essa uma operagdo de transporte paralelo [8]. A
derivada covariante (113) é uma transformagao de tipo

(

translacao e distingue a teoria de campo de gauge de
Poincaré das teorias de gauge de Yang-Mills que sao
transformagoes de simetrias internas quando o campo
Y(aH) é deslocado para um ponto diferente no espago-
tempo.

A derivada covariante de gauge acima, ao operar em
um espinor 1, tera como gerador de transformagao de Lo-
rentz as matrizes: Sos = £[va,7s]. Porém essa mesma
derivada covariante pode operar em outras grandezas
onde teremos:

e ¥, = 0 quando a derivada covariante D,, for apli-
cada a um campo escalar ¢;

* Sag = [Sasl) = i(55° Ny — Ja’ngy) quando Dq
for aplicada a um campo vetorial contravariante
A% de forma que A’ = A® + e‘J“BAﬂ para trans-
formacoes infinitesimais. Ao passo que teremos
Lap = [Zapl) = i(1570a° — 1a705°) quando Dy
for aplicada a um campo vetorial covariante A, de
forma que A/, = A, + €,” Ap para transformacoes
infinitesimais.

Como exercicio vamos calcular a derivada de um vetor

nesse sistema nao-coordenado ortonormal,

D.VP =0,V + %Wa&zwvﬂ, (115)
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onde X.,5V? = [2,5]°V¢, observando que o vetor é con-
travariante de forma que:

DQVB ES aaVB + %F’YQ‘S i(égﬁn'}’f - 57[37765)‘/6

1 1
=0,VP — §F€Q5V5 + irﬂaew

nesse sistema nao-coordenado ortonormal temos que
..’ =-1%,. que resulta em:

D,VP =9,VP + VTP, (116)

Observemos agora que a derivada covariante de gauge
D, realiza a mesma operacao de derivada covariante em

J

Sy = / d*z det(e) {; [ma et <au + ;rnﬁzw) R (auw - ;rnﬁzww) yw] + mw} .
Q

VI. TENSORES ENERGIA-MOMENTO E
DENSIDADE DE CORRENTE DE SPIN PARA O
CAMPO ESPINORIAL

Vimos que o tensor energia-momento devido a presenca
de um campo é dado pela expressao (47),

2 0Sum

T = —— ——.
V_géguu

um manifold com uma métrica gz,
Vo VP =0,VP +vT7,,.

A partir desse ponto vamos trocar o simbolo da derivada
covariante de gauge pela conexao afim V. No apéncice é
mostrado os detalhes de como obter o termo de curvatura
a partir da derivada covariante.

A ag@o para um campo espinorial no espago-tempo
curvo deve ser dada por:

Su = /d‘*wfg{; 97"V 0 = (V)] + mww} ,
(117)
onde devemos chamar a atencao para o termo VH"L/_) =
oub — %FVHSEW;JJ e usando a identidade /—g =
det(en*) = det(e), obtemos a a¢do do campo espinorial
invariante sob mudancas gerais de coordenadas

(118)

(

Esta expressao é util para encontrar o tensor energia-
momento quando a ac¢do S do campo é dada em termos
da métrica g,,, como é o caso do campo escalar e do
campo vetorial. Porém no caso do campo espinorial a
acao ¢ dado em termos dos vierbein e,* conforme se vé
na expressao (118):

Su = / d*z det(e) {; {w’yo‘ et <8u + ;FW‘SMEW;) P — et (@ﬂb — ;F75M275w> ’yaw} + mww}
Q

ou em termos da Lagrangiana de matéria

(

v

Lar = det(e) {; W’Vd eV, — eau(vudj),},aw] + m¢¢} . zer isso utilizando a expressao:

(119)
sendo entdo que Sy = Sir (¥, eq”,17?,,). Fagamos entdo
um exercicio para obtermos o tensor energia-momento
para o campo espinorial, calculando a variacao da La-
grangiana em relagao ao vierbein,

5L 6L gt

de,P - dghv deP’ (120)

com o tensor

oL
onde podemos identificar o termo
dgHv
energia-momento,
oL V=g
=—T,.
ogH 2

Precisamos agora é calcular o termo (Sg—p. Podemos fa-
€y
g;w _ ea;teﬂynaﬁ (121)
de forma que:
5g"" = (dea™) egyno‘ﬁ + ea“(éeﬁ”)no‘ﬁ, (122)

assim podemos obter

dgh [ dent v aB deg” o
Sy (567p> o (567’) ot

= 0478,  es" 0™ + 6576,  eatn”

= §p“65”n67 + 0, ea!'n7.
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Entao, substituindo esses resultados na expressao (120), que resulta finalmente em:
teremos que:
7 0L
L = ©y =T,° 123
5o _ ?gjﬂw((;pueﬁunﬂv + 5pueauna'y) det(e) 5e’yp P ( )
~
= det(e) T dy"es"n™ ou ainda:
= det(e) Tpues'n™ 5L
) T, = —ot . (124)
e multiplicando a expressao acima por e, obteremos: det(e) deq”
s 0L ~ .
ey S =det(e) Tpres"e,” Y Vamos entao calcular o tensor energia momento para
€y o campo espinorial de Dirac dado pela Lagrangiana da
e lembrando que: agao (119).
Usando o fato que
eﬁye’yanﬂv — gua,
. dldet(e)] = —det(e)w®des”, (125)
entao
oL oL
ef’w = det(e) Tpng"? deforma que FPR resultard em:

OL = —det(e)w® e, {l [V e’V — ea” (V h)v* ] + m¢¢}+det(e) {; (V7™ (6ea”)V p1h — (5€ap)(vp1/})’7a¢}}

2
(126)
[
O primeiro termo da expressao é um termo de vinculo que pode ser escrito da seguinte forma:
J
i @ TN o T 1 . 1 . - -
{2 ['(/W eapva - eap(vp¢)7 w] + mww} = 5'(/) [W”V,ﬂb + m'(/)] - 5[’va’(/)’yp - m¢]¢
[
Vemos entao que os termos entre colchetes satisfazem as equacoes de Dirac:
iY’Vpp +myp =0 e iV,ﬂj_J’yp —miy =0,
(127)

de forma que teremos:
J

o () (52)
577 (557 6yp>pr—(55‘”6#’)(%1/})7%]}
({57 Vo — (V. >aw]}

~ det(e) {

= det(e)

= det(e) {

oeq”

—N
N = N = N .

(

entdo o tensor energia momento (124) se torna:

€a oL €a T « AP’
T = det(ﬁe) deq” det(u) det(e) {2 [$r°9ut = (Vihy d}]}
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ou seja,

Ty = 3 [0Vt - (V] . (128)

O tensor energia-momento deve ser simétrico. Na
secao IV, vimos que no espaco tempo plano, na Te-
oria Classica de Campos, o cdlculo do tensor energia-
momento obtido pelo teorema de Noether resulta em um
tensor energia momento semelhante ao obtido na equacao
acima (128) e vimos como podemos utilizar o mecanismo
de Belifante-Rosenfeld para simetrizar o tensor energia-
momento. Vimos que a contribuicao da densidade de cor-
rente de spin contribui para o tensor energia-momento.
Aqui acontece o mesmo problema, a densidade de cor-
rente de spin contribui na expressao matematica do ten-
sor energia-momento de Hilbert. Vejamos como realizar
esses calculos. Primeiro observe que a variagao da acao

J

de matéria pode ser reescrita como,

1 1
58 == /Q d*ey/—g T 6g, — 5/9(1430\/—9 (SRR K

2
(129)

onde substituimos utilizamos a equacdo (11), G, =
871G Ty, e também a equacdo (48) T.uxn, + Tugau —
Trgu = 871G 6,5, O termo 0I'”,, na segunda inte-
gral da equagao acima (129) pode reescrito em termos de
09 Vamos realizar esse calculo partindo da identidade,

5(Vugu>\) = 07 (130)

onde obtem-se
audgu)\ - (5gll.p)]-—‘pl/>\ - (59Ap)rpup _gupé]-—‘pu)\ _g)\pé]-—‘puu~

Assim como montamos um sistema de trés equacgoes vis-
tos na expressao (15), vamos montar um sistema com as
permutagoes dos indices na expressao acima,

Vo (0gun) = 9up0TPux + gap0T70,
vu(égv)\) = GupOl?ux + 9017
Va(09ur) = 9up0T? 30 + Gup0T 5,

(131)

e entao somarmos as duas primeiras equagoes e sub-
traindo a tdltima de forma que teremos,

Vu(ég,u)\) + Vp,(égl/)\) - V)\((sguu> = g)\p((srpp,y + (51—"7”#) + gﬂp((srpu)\ - 5Fp)\y) + gup(érp,u)\ - 6Fp)\u)7

onde devemos usar a definigdo do tensor de torgao (17),

J

(

T%yu =TIy — I, de forma que obteremos

9xp [5Fp/w + (5FPW - 5pr)] = VV((SQW\) + Vu((?gw\) - V/\((Sgul/) + gupanAv + gupanA/u

(

que resulta entao na expressao

1 1
6Fp;w = 7g>\p[vu(5gu)\) + vu(égu)\) - VA((SQ/JV] + §g>\p[gun5Tﬁ)\u + gun(STH)\p, + g)\n(STK;wL

2

Agora vamos substituir essa expressao acima no segundo

J

1

2 4

(

termo da variagdo da acdo na equagdo (129),

1
f/ dtzy/—g &Y TP, = f/ d*z/=g &” g [V, (69u) + V,u(69u2) — VA(Sg,u]
Q Q

1
+Z / d4x\/ ) GVngAp[g,uﬁaTHAy + gl/rc(STH)\,u + g)\n(sTNuu}

Q

1
= Z/demc\/—ig S MV, (6g0) + Viul(6gua) — Va(5gpum]
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1
+Z / dra/—g 6V 0T\, + G METy, + G, T, . (132)
Q

(

A segunda integral acima pode ser reescrita como segue abaixo,

J

1 1
1 /Q dAa/—g 6" 0T y, + G MT y, + GV, 0T ] = i /Q d* /=g &P (ST yp + 0T pp + 0T p),

(

onde o termo entre paréntesis é a variagao do tensor de contorcao (22), e que pode ser finalizada na expressao
abaixo,

1 1
i / d'a/=g (60T s + G MOT 60T ] = / A ay/—g &PHSK .
Q Q

(

Agora vamos pegar o primeiro da primeira parte da in- tegral GV)‘“VV(ég# ), para efetuarmos uma integral por
partes. Vejamos que,

1 1
Z/ d455\/ —g GV/\HVV((SQMA) = Z/ d4x\/ -9 [VV(GUAuégMA) - (vusyxu)agﬂ)\]' (133)
Q Q
[
Vamos usar o fato de que uma integral em uma dir- Usando esse resultado na integral (133) teremos

vergéncia em uma Teoria de Campos Cldssica num
espago-tempo com torgao resulta na expressao (37) onde,

/d4x —gV#V”:—/d‘lx —g T, V"
Q Q

1 1
i / d'z/=g &V, (0gun) = 5 / d'ay/=g [T, (8"8gu0) — (V& M)5g,n]. (134)
Q Q

(

Usando esse resultado acima e substituindo na equacao (132) teremos

J

%/ d'zy/—g &, 1017, = *i / d'ey/=g VA(G" + &MY — &"M)dg,,
Q Q
1 1
-1 / d*z /=g TA(GH A + &M — & M)5g,,, + 1 / d*r/—g G PHSK .
Q Q

(

O segundo termo da integral acima se anula devido a an- de spin contraidos com a variacao do tensor métrico
tissimetria nos indices p e v na densidade de corrente simétrico. Voltando esses valores na equagao (129) te-
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1 1
58 = 7/ d*zv/—g {T“” + VA L e - GW)} G —
Q

2

Entao deve-se observar com atencao o termo entre col-
chetes como o tensor energia-momento simétrico de
Belinfente-Rosenfeld,
v v 1 VA Apv VA

IRV =TH +§V,\(6“ + G — GV (136)
para um espago-tempo curvo. Comparando a equagao
acima com a equagdo do tensor de Belifante-Rosenfeld
obtido na equacao (59) através do teorema de Noether na

J

GAIW = J){'YMZ;W}#]’

DO | =

Realizando os mesmos procedimentos de cédlculo feitos na
secao IV e substituindo a equagao (128) na equacao (136)
obtemos que o tensor energia-momento simétrico para o
campo espinorial é dado por:

S = % W%Vzﬂﬁ + @%VM/J - (VM@/_})'YV'L/J -
(139)

E esse tensor energia-momento que gera a curvatura do

J

S 0

ou ainda

(VMZ)’YM/J] .

remos,

1
= / d*e/=g & PHSK . (135)
Q

4

(

Teoria Classica de Campos em um espago-tempo plano,
vemos que o tensor densidade de corrente de spin é dado
por:

GV = G (137)

Com a equacdo (63) podemos identificar a densidade de
corrente de spin como

7/_}{’}/)\7 [’Ylu’}/u]}q/}' (138)

O | =.

6)\/1.1/ =

(

espago-tempo, dado pela equacgao de campo (11), enfa-
tizando que o tensor energia-momento acima contem a
densidade de corrente de spin, conforme verificamos nos
detalhes acima.

Agora vejamos como fica a segunda equagao de movi-
mento que relaciona o tensor densidade de corrente de
spin com a torcao no espaco-tempo. Uma variagao na
acdo espinorial (118) em relacdo & conexdo I'“g, ird re-
sultar em:

SPa . = 3pa / d*z det(e) {Z [¢7< et <8M + ;1"5#6255) P —ect <8M1/J — %thueqﬁ Z‘SE) vgw} + mz/np}
By By JQ

N 2
(5) derte) (¢ grascmren + dgrsscnicnsy)

:det {527}%

agora comparando o resultado acima com a equagao (138)
obtemos entao,

S det (e)

=— &, 140
o =3 , (140)
ou expressando a densidade de corrente de spin como
2 6Sy
Cpay = ———~— 7. 141
By = 7 det(e) ST P (141)

Devemos comparar a expressao acima com a defini¢ao na
equagcao (49), onde temos a segunda equacao de Einstein-
Cartan, onde a torcao do espago-tempo tem origem na

(

densidade de corrente de spin, dada pela equacao abaixo
em coordenadas ortornomais de Minkowski,

Tons + Tollap — Tatlay = 871G Gaps, (142)

VII. CONCLUSAO

A teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble descrita no
espago-tempo de Riemann-Cartan, Uy, é obtida pela Te-
oria de Gauge sob transformagoes locais de Poincaré no
campo de matéria espinorial. Os constituintes fundamen-
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tais da matéria sdo os férmions (spin 1/2), de forma que
a teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble é obtida ao se
calibrar a acao do campo espinorial.

Sob invariancia global de transformacgoes de Poincaré
obtem-se a conservacao do tensor energia-momento e a
conservacao da corrente de momento angular. Vimos na
secao IV que na auséncia de gravidade, no espago-tempo
de Minkowski, através do teorema de Noether o ten-
sor energia-momento é nao simétrizado, sendo necessario
os procedimentos de Belinfante-Rosenfeld que agrega ao
tensor energia-momento as contribuicoes da densidade de
corrente de spin do campo fermioénico, o que torna o ten-
sor energia-momento simétrico. A necessidade de que o
tensor energia-momento seja simétrico advém do reque-
rimento no qual o tensor energia-momento de Hilbert ou
tensor energia-momento métrico é simétrico por definicao
de acordo com a equagao (47).

A agao espinorial sob transformagoes locais de Poin-
caré traz a interacao com campos gravitacionais. O ponto
de partida deve ser a agao (118), valida no espago-tempo
plano de Minkowski quando o campo de tétrade se re-
duz em e,* = 6%, wP, = §°,, det(e) = 1 e a co-
nexao I'nug = 0. O campo de tétrade e,' mapeia o
espago-tempo curvo, sistema nao-inercial, em um espago
tempo plano localmente, sistema inercial, pela equagao
(95). Entdo um observador em um outro sistema de
referéncias ao observar o campo espinorial, fard a ob-
servagao por transformacoes locais de Poincaré obser-
vando o surgimento de dois campos de gauge: e,” e I'qyp.
A derivada covariante (113) é o gerador de translagdo
do grupo de Poincaré P(1,3) e ¥,3 sao os geradores de
rotagoes e boosts de Lorentz [3, 8]. A invariancia local
de Poincaré conduz a equacao de campo (11) onde que
da mesma forma que na Teoria da Relavidade Geral, o
tensor energia-momento é a fonte da curvatura. A outra
equacdo de campo obtida (142) mostra que a densidade
de corrente de spin se torna a fonte de torcao no espago-
tempo Uy.

Devemos observar que na Relatividade Geral de Eins-
tein o tensor curvatura é calculado através de derivadas
nas conexoes que sdo somente os simbolos de Christoffel,
o que resulta em equagoes diferenciais de segunda ordem
no tensor métrico g,, implicando que a interacao gra-

J

[Va,Vs] = VaVs — VsVa = Va [eﬁv (ay + ;rﬁzws)} — Vs [ea“ (aﬂ + ére,fzsq)]

e como V, = eV, entdo,

VoV =e"V,(eg"V,) = e (Vyues”)Viteateg”V, V..

(A2)

vitacional se propaga no espago-tempo riemanniano. O
mesmo acaba acontecendo no espaco-tempo de Riemann-
Cartan que pode ter torcao nao nula. Com isso em
mente devemos observar que a equagao (142) que rela-
ciona torcao com a densidade de corrente de spin nao
é uma equagao diferencial como a equagao de campo
(11) mas ao invés disso é uma relagdo algébrica entre
torcao e a densidade de corrente de spin. Isso implica
que a gravitacao no espago-tempo de Riemann-Cartan
terd torcao diferente de zero somente nas regioes onde
houver a matéria fermionica. A tor¢ao no espago-tempo
de Riemann-Cartan nao pode ser dissociada da matéria
fermionica e consequentemente nao pode se propagar no
vacuo como uma onda de torcao ou através de outra in-
teragao [9].

A teoria da gravitagdo de Einstein-Cartan no espago-
tempo com torgao acrescenta a gravitagao a existéncia
de uma fraca interacao entre o campo gravitacional e a
matéria fermionica. Célculos e discussoes tem mostrado
que a densidade de matéria contendo férmions com mo-
mento angular intrinseco em unidades de g, deve ser da
ordem de 10%7 g/cm?® para elétrons e 10°* g/cm?® para
néutrons, para que houvesse a possibilidade de estimar
desvios significativos das predicoes da Relatividade Ge-
ral. Para se ter uma ideia dessas dimensoes compare
com a densidade de matéria de uma estrela de néutrons
que é da ordem de 10'6 g/cm? [3]. Certamente para
densidades tao altas assim, os efeitos esperados que a
matéria fermidnica pode causar no espago-tempo devem
ser para condigoes extremas nos colapsos gravitacionais
abordados na cosmologia e no préprio big bang. Existem
também as expectativas de tais efeitos, spin-tor¢ao, ocor-
rerem na escala de Planck onde processos da gravitacao
quéntica comegam a ser relevantes [3, 9].

Apéndice A: Operador Curvatura de Gauge

Dado a derivada covariante (113) que deixa a acao de
espinores (118) invariantes por mudangas de coordena-
das e transformacoes locais de Lorentz, pode-se calcular
o operador de curvatura de gauge dado por [V, Vg].
Entao,

(

Vejamos primeiro o termo e.*(V,eg”)V, da expressao
acima:

ealV,e5” = ea (au + ;rffzec) es” = aaeﬁuérfj

(A3)
Entao o gerador de transformagao de Lorentz do grupo
SO(3,1) estd atuando no indice vetorial covariante 8 do
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vierbein eg”, logo: em

Vaegy = 8aegu - 6711 Iwag. (A4)
Y5 ep” = [Eqslp e = i(n5p0," — nyp05)ec”

= insges” — inyges” Agora podemos retornar ao cdculo da expressao (A2)

onde tinhamos:

que resulta para a expressao (114): VoV = al(V,aes") Vo + eabes” Vv
o = Cq I v a IAE%Z

onde pode-se substituir o resultado (A4) no primeiro

1 5, .
Vaeg” = 0aep” + irva (inspes” — inypes”) termo e também substituindo V, = w?,V,, obteremos:
1 1 s
= 8aeﬁy - irvaﬁe’yy + irﬁa es” VaVﬁ = ea”(auegl’ —es” Féuﬁ)wﬂyuvv + ea”eﬁ”vuvy
(A5)
e como I'gqy = —T'op entao a expressao acima resulta onde devemos explicitar o termo V,V,, onde:

J

7 ) ) ) 7 1
VHVV = (8# + ZFWS#E’Y(?) <8u + QFECUE€C> = auav+§aurecvzec+ireguEeCaﬂJrirws#E'ﬂ?au*ZFWS#FECVZ’Y&EeC

(

de forma entao que a expressao (A5) se torna:

. . . .
VaVs = ealw?, (0,e5" —es” Féuﬁ)vmtea“eﬂ”(aﬂaﬁ%auref V26<+%W%zﬁaﬁérwuzm—Zrﬂr% V565c).
(A6)

(

E agora escrevemos o termo VgV, da expressdo (Al),  onde temos:
J

. , . .
VsV = eghw?, (Ouea” —es” F‘sua)vv—i—eg“ea”(3#81,—4—%@LFECVZEC—F%FW‘;VEW;@#—F%F“’&HEW;BV—ZF%MFGC,,E,Y(;EEO.
(A7)

[
Ao se calcular o comutador [V, V] observamos que:
eat'es” 0,0, —epten” 0,0, = en''es” 0,0, —e."es" 0,0, = 0.

Temos também que os termos:

calles” (;FW‘S,,ZM;E)H + ;rﬂzway) —egley” (;FW‘SVEW;% + ;F"";“Zw&,) =0.

De forma entao que o comutador se torna:
[Va, Vil = eatw? (Oues” — e5” %)V,
—egfw?, (O eq” — es” F‘Slm)V,Y

: 1
+eales” (;aurdyz&( - 4rv5#rf<yzmgz€<>
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. 1 '
— egleq” <;‘9HFE<VZ€< _ 4F75MF€<:/276264> que se torna:
J

[Va,Vg] = W (ea0ues” — eg"duen”) — eat'wes” F‘suﬁ + elg“wvye(gyf‘sua]vv

: 1 1
+eales” (;a“rvéyzwg - ;ayrvéuzw> — eates” <4F75“F64V27526< - 4F75,,P6<#2752€<>

(

Agora usando a identidade Dog” = w7, (e 0ueg” —  eghOues”) [12, 13] teremos entdo:

J

Vo, Vil = [Dag” — 676 T00p + 675 T% 3]V, + eates” (;aﬂwﬂzw - ;aurvéﬂzw)

1 1
— eqteg” (4?”,;64”275264 — 4r75yr6<uzwgzeg)

(

ou entao:

Vo, Vil = —(I7ap — T g0 — Dag?)Vy + eales” (;aurﬂzw - ;aVPmEM;)

1 1
— eqteg” <4F75Mreﬁyzwgzec - 41‘7‘5,,1“64”27526()

[
o primeiro termo entre paréntesis é a torcao do espaco- tempo [12, 13]:
T’Ya/J’ - ]-—waﬁ - F’Y[}a - Daﬁ’ya

entao temos

' 1
[Va, V] = =TV, + %ea”eﬁy (BuI7% = 0,T7%,) g5 — Jeal’es Tl (S3ec — TecTas)

(

Agora devemos usar a algebra de Lie para os operadores temos que
¥, no espago tangente, partindo da expressao (78), onde
(356, Xee] = NesBne = NeyXis¢ + 66T ey = Ny Xes, (AS)

de forma que:

i i
[Va, Vgl = =TV, + Caes” (0I5 — 0,T75,) 5, + Zea“eﬁl’r’w”rﬁ(y (Mes ¢ — NeyBsc + Ncs ey — NeyDes) -

(

Vamos entao simplificar o ultimo termo da expressao acima,

J

Fn{éurecu (Mes Xy — NeyBs¢ + NcsBey — NeyBes) =
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l—weurﬁ(uz'}/c - (_Pé’yu)FeCunewzég + (_Féﬂ/u)recungﬂzev - Fwéure'yuzeé =
7,008, ¢ + 19,0, 8¢ —T1°, 15,5, —175,I,%.° =

7
[vfx?vﬁ] - 2

[vav Vﬁ] = _Tvaﬁv'y + %eaueﬁu (@Jwéu - au]-—wﬁ,u + F’Ye,u]-—‘edl/ - Feépr’yeu) E’y(S

0 termo em paréntesis é o tensor de curavatura, onde
R’Y(SMV = 6;11—1751, _8VF’Y§H +F’Ye;41_‘€6u _Féé;tr’yeua (AlO)

Entao finalmente temos:

Ve, Vsl = —TV a5V, + %eaueﬁ"mwzﬂ (A11)

QF’Y(SMFJGI/Z’YE - 2F6'yure6uzeﬂy

(

que substituindo para o comutador [V, V], teremos:

TV + eaes” (9,75, — 0,07s,) 5,0 + %eaﬂeﬁy(rwﬂriuzf — T8, T75,5,9).

(

ou entao,

(A9)

(

ou entao:

[Va,Vs] = —T70sV, + %RVM[;EV‘S. (A12)

Se utilizarmos a operagao acima em um vetor V¢, deve-
mos utilizar o gerador 276 aplicado ao vetor, de forma
que teremos

Evéve = Z'(776€777C - 575545)‘/4’

e que substituindo na equagdo (A12) obtemos exata-
mente o mesmo valor da expressdo (25).
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