S5

e-Boletim de Fisica

International Centre for Physics
Instituto de Fisica, Universidade de Brasilia
Ano VII, Novembro de 2018 e http://periodicos.unb.br/ojs311/index.php/e-bfis/index @ eBFIS 7 1601-1(2018)

A Relagao Paradoxal entre a equagao de Bernoulli e teoria cinética dos gases.
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Este trabalho apresenta uma relagdo paradoxal entre a equagdo de Bernoulli e a teoria cinétca
dos gases. De acordo com a equagdo de Bernoulli, para um fluido incompressivel, sem viscosidade
e sem turbuléncia, a pressdo cai com o crescimento da velocidade. J& a teoria cinética dos gases
prevé que a pressao de um gas ideal aumenta com a velocidade. Uma vez que o gas ideal é um
fluido, se as condigoes exigidas para a aplicagdo da equagdo de Bernoulli sdo cumpridas, hd um
paradoxo: a equagdo de Bernoulli e a teoria cinética dos gases preveem comportamentos opostos
para a pressdo com o aumento da velocidade. A solucdo do paradoxo é feita através da distingao
entre as velocidades do géds ideal e das particulas. A pressao cresce com a velocidade quadratica
média das particulas, mas diminui com a velocidade do gas ideal. Uma consequéncia da solucao
do paradoxo é a queda da velocidade do géds ideal com o aumento da média dos quadrados das
velocidades randomicas das particulas e vice-versa.

I. INTRODUCAO

A equagado de Bernoulli e a teoria cinética dos gases
nao fazem parte do curriculo do ensino médio brasileiro
[1]. No entanto, para muitos cursos de universidades bra-
sileiras, estes temas fazem parte da ementa da disciplina
intitulada “Fisica I1” [2-6]. Em pelo menos trés colegdes
de livros de Fisica Bésica muito usadas nas universidades
brasileiras, a equagao de Bernoulli e a teoria cinética dos
gases aparecem no volume I7 [7-9], o que deixa essa bibli-
ografia adequada para os cursos de Fisica 1. No entanto,
os cursos e os livros didaticos nao discutem a equagao de
Bernoulli e a teoria cinética dos gases em conjunto. Essa
discussao é importante no estudo do fluxo de um gés ideal
com densidade uniforme porque a equacao de Bernoulli
e a teoria cinética dos gases se aplicam a este sistema ao
mesmo tempo.

A equagdo de Bernoulli descreve a relacdo entre
pressao, velocidade e altura ao longo de uma linha de
corrente de um fluido incompressivel, sem viscosidade e
sem turbuléncia [10-13].
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onde p, v ,P, g, z e Py sao respectivamente densidade,
velocidade, pressao estatica, aceleragao da gravidade, al-
tura e pressao de estagnacao. Caso a vorticidade seja
nula, a pressao de estagnacgao Py é a mesma para todas
as linhas de corrente.
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Todo gés é um fluido, mas a teoria cinética dos ga-
ses descreve o "gas ideal”’como um conjunto de dtomos
isolados ou moléculas [14, 15]. As particulas estdo em
movimento aleatério e chocam-se com qualquer corpo
imerso no gas. Por exemplo, um corpo sobre a Terra
estd imerso na atmosfera e as moléculas dos gases at-
mosféricos chocam-se com ele. Em um gés contido em
um recipiente, as particulas ricocheteam as paredes do
contingente. A for¢ca média exercida pelas particulas do
gds no corpo imerso ou na parede contigente é proporci-
onal a area. Na teoria cinética dos gases, a pressao ¢é a
divisao da forga média do choque das particulas dividida
pela area. Para um gas ideal em repouso, a relagao entre
a pressao e a média dos quadrados das velocidades das
particulas ¢ dada por [16]
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Neste trabalho, serd enunciado um paradoxo envol-
vendo a equacao de Bernoulli e a teoria cinética dos gases.
O objetivo deste trabalho é abordar um aspecto nao in-
tuitivo da equagao de Bernoulli, a queda na pressao com
o aumento da velocidade. No caso particular do gés ideal,
a teoria cinética dos gases parece indicar que a pressao
deveria aumentar com a velocidade, nao diminuir.

As segoes deste trabalho seguem os seguintes passos:
apresentacao da relagao paradoxal, solugao do paradoxo,
consequéncia da solugao e conclusao.
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II. APRESENTAGCAO DO PARADOXO

As interpretagoes das relagoes altura-velocidade e
altura-pressao na equacao de Bernoulli sao intuitivas.
Para a pressao estatica P constante, a equacao de Ber-
noulli 1 prevé que a soma das densidades de energia
cinética e potencial é uniforme e igual a (Py — P). A
relagao altura-velocidade pode ser interpretada como
uma consequéncia da lei da conservacao da energia.
Se a velocidade é constante na equacao de Bernoulli
1, a relagao altura-pressao coincide com a hidrostatica.
Quanto menor a altura z de uma determinada posicao,
maior a massa de fluido acima do ponto exercendo
pressao estatica P. No caso dos liquidos, é conveni-
ente reescrever a equagao de Bernoulli com a profun-
didade h = —z onde a pressdo na superficie (h = 0)
fica Py — mv?/2. J4 a relagdo pressdo-velocidade nio é
intuitiva. Para explorar apenas esta ultima relacao, é ne-
cessario fixar a altura z. Para este caso particular, basta
substituir z = 0 na equagao de 1.
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Se o fluido estd mais veloz, ele ndo exerceria uma
pressao maior? A equacao de Bernoulli acima prevé o
inverso, a pressao diminui com o aumento da velocidade.

Para explorar ainda mais a relagao velocidade-pressao,
o problema pode ser estudado em um caso particular, o
gés ideal. A escolha do gés ideal é motivada pela teo-
ria cinética dos gases que relaciona pressao e velocidade
diretamente. Uma objecao a esta escolha é a densidade
variavel do gas ideal, uma vez que a equagao de Bernoulli
pressupoe um fluido incompressivel. Por isso, é necessario
supor que o gés ideal é mantido incompressivel. A res-
tricao a densidade do gas ideal nao é tao ruim quanto
parece [20]. Existe uma equagao anéloga & de Bernoulli
para um gas compressivel, mas isso estd além dos objeti-
vos deste artigo [18].

Considerando um gas ideal fluindo sem variacoes de
densidade e com variagoes de altura despreziveis, as
equacgao de Bernoulli na forma 3 e a teoria cinética dos
gases podem ser aplicadas simultaneamnte. As equagoes
2 e 3 podem ser escritas na forma de afirmagoes:

e a) De acordo com a equagao de Bernoulli, a pressao
é uma funcao monotomicamente decrescente do
quadrado da velocidade.

e b) De acordo com expressao da pressdo da teoria
cinética dos gases, a pressao é uma fungao monoto-
micamente crescente do quadrado da velocidade.

As afirmagoes acima sao paradoxais. Quando o qua-
drado da velocidade cresce, a pressao diminui e aumenta
de acordo com as afirmagoes a e b respectivamente. Uma
fungédo nao pode ser monotomicamente crescente e deces-
cente ao mesmo tempo.

Um caso particular da relagdo paradoxal entre as
relagoes 3 e 2 é v = 0. A equagdo de Bernoulli 3 prevé
a pressao maxima, P = Py, enquanto a relagao 2 implica
em P =0.

III. SOLUCAO DO PARADOXO

Os termos v? que aparecem nas duas parcelas nio tem
o mesmo significado. O termo v? da expressao 3 é o qua-
drado da velocidade do fluido. J4 o mesmo termo v? da
expressao 2 é o quadrado da velocidade das particulas
para um gas ideal em repouso. Para a distingao en-
tre as duas velocidades, serao usados os indices f e r
para indicar respectivamente as velocidades do fluido e
a randomica das particulas. As expressoes 3 e 2 ficam
reescritas como:
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A expressao 5 é deduzida para o gas ideal em repouso,
vy = 0. No entanto, a expressao 5 pode ser generalizada
para a pressao estatica do gds em movimento que apa-
rece na equacao de Bernoulli. Se a velocidade do géas é
nao nula (vy # 0), o movimento das particulas torna-
se a sobreposicao entre dois movimentos, um ordenado
com velocidade v¢ e outro randémico. O movimento
ordenado coincide com o movimento do gas como um
todo, ja o randomico tem velocidade nula em qualquer
direcdo (U, = 0), embora a média quadrética seja nao
nula (vZ # 0). A pressio estitica segue a relacdo 5, nio
dependendo da velocidade do movimento ordenado vy.
Como em qualquer diregao ortogonal a velocidade do gés
s6 ha movimento aleatdrio, a pressao estdtica também é
denominada “pressao lateral” [19].

Enquanto a situacao vy = 0 ¢é perfeitamente factivel
tanto na equagao de Bernoulli quanto na teoria cinética
dos gases, a velocidade média quadratica randomica nula
das particulas (v2 = 0) viola as leis da Termodinamica.
No limite v2 — 0, a pressdo 5 cai a zero. Pela equagao
de Clapeiron (PV = nRT), a temperatura também iria
a Zero.

Com a distingao entre as velocidades do fluido e a
randomica, as afirmacoes a e b ficam reescritas como.

e a) De acordo com a equagao de Bernoulli , a pressao
é uma funcao monotomicamente decrescente do
quadrado da velocidade do fluido.

e b) De acordo com a teoria cinética dos gases,
a pressao é uma fungdo monotomicamente cres-
cente da velocidade média quadratica randomica
das particulas.
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Nao ha paradoxo! As afirmacbes a e b reescritas
nao se contradizem. De acordo com a equacao de Ber-
noulli, quando a velocidade do fluido ao quadrado cresce,
a pressao diminui. J& para teoria cinética dos gases,
se a média do quadrado da velocidade randoémica das
particulas aumenta, a pressao da expressao também au-
menta.

IV. CONSEQUENCIA DA SOLUCAO DO
PARADOXO

Desfeito o paradoxo, é possivel extrair uma con-
sequéncia das afirmagoes a e b:

e ¢) o quadrado da velocidade do fluido é uma fungéo
monotomicamente decrescente da velocidade média
quadratica randomica das particulas.

Essa mesma afirmacao pode ser deduzida a partir das
equacoes 6 e 5.

ri e
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A solugdo do paradoxo resulta em uma implicagao
da equagao de Bernoulli em escala atomica-molecular.
O crescimento da velocidade quadratica do fluido im-
plica em uma queda na média da velocidade quadrética
randomica e vice-versa. Como a pressao é proporcional a
média da velocidade quadratica randémica, o aumento na
velocidade do gés corresponde a uma queda na pressao.

V. CONCLUSAO

A aparente relacdo paradoxal entre pressao e veloci-
dade na equacao de Bernoulli e na teoria cinética dos

gases é consequéncia da falta de rigor na linguagem da
Fisica.

Uma forma de contextualizacao da aparente con-
tradigao na relagao pressao-velocidade é a duplicidade
na descricdo do géds ideal. A equacdo de Bernoulli e
toda a Mecéanica dos Fluidos esta edificada na hipotese
do continuo [20], enquanto a teoria cinética dos gases des-
creve um conjunto de particulas. Embora a continuidade
do fluido possa ser vista como consequéncia do limite
termodindmico, o movimento das particulas individuais
é diferente do conjunto das particulas como um todo. Um
meio interessante de conciliar as descrigoes do gas ideal
pela teoria cinética dos gases e pela equagao de Bernoulli
¢ a simulagdo computacional [21].

O paradoxo apresentado neste trabalho também pode
ser inserido em um amplo contexto onde a equacao de
Bernoulli é mal interpretada [22]. H& pesquisas apon-
tando falhas na interpretacao da equagao de Bernoulli na
diferenca de pressao entre as partes supeiore inferior das
asas de avido [23-25], no efeito Coanda [26], na relagao
entre pressao e densidade de energia [27] e até mesmo na

derivagao deste principio [28].

O paradoxo apresentado neste trabalho e sua solucao
podem ser generalizados para o caso de liquidos. O au-
mento da velocidade do fluido corresponde a uma queda
na pressao e na velocidade média quadratica randémica
das particulas. No entanto, a relagao da pressao com a
velocidade das particulas para fluidos nao gasosos envolve
expressoes relacionadas a teoria cinética dos liquidos e de
fluidos em geral [29], o que estd além dos objetivos deste
trabalho.
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